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بسم الله الرحمن الرحم 


مكت فك 


إن الهدف الرئيسي هذا الكتاب يكن في تقديم المواضيء يع الأساسية للتحليل الرياضي بأسلوب معاصر » وتمهيد السبيل لملء 
الفجوة الفاصلة ما بين أوليات التحليل الحقيق . الي يعر و ها الطالب من خلال دراسته لمبادىء عل التفاضل والتكامل . 
وبين البحوث المتقدمة في التحليل الرباضي . وقد جَهِدَ د المؤلف في إخراج الكتاب ؛ بحيث يتمكن القارىء من استجلاء 
القدرة غير امحدودة التي بمتلكها أسلوب اللات Me!‏ ×4 في تطوير علم الر ياضيات . ونحيث يتعود الطالب 
على انتباج هذا الأسلوب الذي يعتبر بحق من أهم ما جاد به الفكر الرياضي على مر العصور » الأمر الذي يؤدي في غباية 
المطاف إلى نبذ القارىء للعديد من المعتقدات الحدْسيّة : التي ربا يكون قد امن بها في سياق دراسته لرياضيات المرحلة 
المدرسية ٠‏ بل لرياضيات السنة الجامعية الأولى . ١‏ 


يتألق الكتاب من ثمانية فصول . أما الفصل الأول فيتناول مباقىء نظرية المجموعات والعلاقات والدوال 
ويحدر الاعتراف بأن معالحة نظرية المجموعات0 لم تستند إلى أسلوبٍ المسلات . ذلك أن اعتّاد هذا الأسلوب في نظرية 
المحموعات في هذه المرحلة بالذات » من شأنه تشويش القارىء بدلاً من الأخذ بيده لاستيعاب بعض قوانينها . التي لا 
بمكن بدونها فهم الفصول التالية التي صيغت بلغة المحموعات . لذا » يمكن القول إن الفصل الأول هو بمثابة معجم 
للمصطلحات الواردة في الفصول اللاحقة . 


| وأما الفصل الثاني » فيبحث ‏ بشيء من الإسهاب ‏ في نظرية الأعداد الحقيقية ؛ باعتبارها حقلاً مرتبا ناا . 
ففضلاً عا هذه النظرية من عميق الأثر في استيعاب الفضاءات المترية » فإنني أعتقد بأن كثياً من العقبات التي تحول بين 
الطالب وبين تمكنه من العديد من مواضيع التحليل » منشأها عدم الإحاطة بخواص العدد الحقيتي » بل وعدم الوقوف 


الصحيح على معنى العدد الحقيق . 


وأما الفصل الثالثءالذي يعتبر من أهم فصول الكتاب » فييحث في نظرية الفضا ءات المترية . ويعود السب في 
إدراج هذا الفصلٍ في موقع متقدم من الكتاب » الى أن دراسة التحليل الحقني من خلال الفضاءات الترية تظلت خهقاً 
ووقتا يعادل ري ما يحتاجه الطاب لدی دزاسته للتحليل في الفضاء الحقيقي المألوف «R‏ فضلاً عن أن إدراكه للمفاهم 
الأساسية في التحليل الحقيقي يغدو أشملٍ وأعدق . كذلك » فإن التعرف على الفضاءات المترية يؤهل القارىء لاستيعاب 


موضوع التوبولوجيا العامة بصورة ة أفضل وأسرع » ذلك أن الفضاء المرى هو فضاء توبولوجي خاص . 
١‏ 


¥ ادحل الى التحليل الرياضي 


وقد أفردنا الفصل الرابع لدراسة نہایات الدوال من فضاء مرى ى إلى آخر 0 ثم انتقلنا إلى نهايات الدوال والمتواليات 
الحقيقية بشيء من الإسهاب و كانت النهايتان العليا والدنيا ناد lim inf , lim‏ 9 حقيقية تشكلان أداتين على درجة 
عالية من الفعالية لكل من يود التعمق في التحليل الحقيق » فقد أوردنا في هذا الفصل تعريفها وبعضاً من أهم خواصها . 


وني حين تناولنا في الفصل الخامس استمرار الدوال ن فضاء مترى الى آخر » فإننا قصرنا الفصل السادس على 
دراسة استمرار الدوال الحقيقية » واستخلصنا فيه النظريات الأساسية في الاستمرار التي يعالحها عادة التحليل القن 
التقليدي . وفي مقدمتها نظرية القيمة المنوسطة عنالة// 10160601366 ونظر ر بة القيمة الأكبر والقيمة الأصغر 


Maximum and Minimum Value‏ -ونظر ية التقارب المنتظم عءمعم:076م0© ”۲هf«لاءونظرية‏ الاستمرار المنتظم 
Uniform Continuity‏ „ 


ولا كان الإدراك السلم للمفاهم الأساسية لعلم التفاضل والتكامل. شرطا ضرورياً لكل من أراذا السير قنماً في 
موكب التحليل الرياضي > فقد أوردنا فصلاً في المفاضلة وآخر في المكاملة . 


فما الفصل السابع الذي كرسناه للمفاضلة » فيمكننا القول بأن الهدف منه يكاد يكون اشتقاق النظريات 
الأبانطة  ٠‏ التي سبق وتعرف القارىء عليها في سياق دراسته الأولى مبادىء علم التفاضل ٠‏ بيد أن البراهين هنا تمتاز بدقتها 
النظرية استنادا إلى التائ نج الي استنبطناها في الفصول السابقة . 


وأما الفصل الثامن والأخير . فييحث في المكاملة . وأود الإشارة في هذا الصدد الى رأي للعالم الكبير ديودؤنيه 
«Dieudonné‏ ج الرائع ائم of Modern Analysis‏ 100021055ء يتلخص فيأنه دلولا الأسم المرموق الذي ب شب إليه 
تكامل ريمان (أي اس اا ٠‏ لعفا الزمن على هذا التكامل منذ عهد بعيد » . ولا شك في أن ديودنيه 
على حق فيا ل بعد الثورة العارمة » التي خلفتها نظرية القياس والمكاملة والتي يعتبر لوبيغ #دهدعمء.1 ؛ قائد سيا 
ورغم هذاءفانتي أعتقد بأنه من الصعوبة بمكان على الطالب استيعاب نظريات المكاملة الحديثة » دون الارتقاء اليا بدءاً من 
تکامل ران . فضلاً عن أن السير على هذا المنوال»الذي يعكس التسلسل التاريخي في اكتشاف نظريات لكاملة 
المختلفة . يطلع الطالب على الرابطة بينها . وهذا السبب ٠‏ اقتصرنا هنا على إدراج ج تكامل ريمان من خلال تعريفنا مجموعي 
دار ربو ×0 arb‏ الأعل والأدنى . وكان من الممكن في هذا امقام » تعريف تكامل ريمان بطرق أخرى تمتاز عن طريقة داربو 
بهولة تعميمها عند الانتقال الى تكامل ربمان ‏ ستيلتجس 5816165 » بيد أننا اثرنا تعريف داربو لاعتقادنا بأنه 
الأسهل . 


وتجدر الإشارة إلى خلو الكتاب من بعض المواضيع الأساسية » تأني في مقدمتها السلاسل اللامنتبية » والتكاملات 
المضاعفة . وتعليل الدوال الحقيقية على " . ورغم أن إدراج هذه المواضيع في الكتاب تغنيه دون ريب › إلا أن حجمه 
يتجاوز عندئذ الحدود الي رسمناها له . 


هذا واد أن أشي ير إلى واحدة من السات المميزة لكتابي 5 وهي خلوه من أي شكل هندسي » الأمر الذي 

يترتب علي السك الصارم باشلاب المسلات الذى ي أضفى على الكتاب مسحة ة تحليلية صرفة ٠‏ نحيث لم يعد القارىء نحاجة إلى 

ما يشميه ديودونيه ١‏ الحدس المندمي» ٠ Geometric Intuition‏ وإنقي أدرك اما أن هذا الأمر سيعرضن للنقد من قبل 

بعض السادة الزملاء . لاسا وأن الكتاب ابتدائي في مضمونه 2 اعرف بعجزي عن تقدير مدى الربح والخسارة بالنسبة 
لطاب من جراء هذا المسلك > إلا أنه أسلوب أرتضييته لكتابي . والله من وراء القصد . 


ورغبة منا في مساعدة القارىء عند الرجوع إلى المصادر المكتوبة باللغة الانجليزية ٤‏ فقد أوردت ف آخر الكتاب 
ثبع بالمصطلحات الواردة فيه مرتبة وفق حروف الهجاء العربية 6 معر مع مقابل كل منها باللغة الإتجليزية عن وروت فقا 
مسرداً لأهم الرموز المستخدمة مع ما يعنيه كل منها باللغة العربية . وقد بسطت في الصفحة ۲۸۹ قائمة بأهم المراجع المستعان 
بها لدى وضع الكتاب . 


E‏ الختام ٠.‏ فانه يطيب لي 1 أن أتوجه إلى الأخوة الزملاء في قسم الرياضيات جامعة الرياض اومختاهنة ليسم 
القسم الأستاذ الدكتور سيد قاسم حسين »جزل الشكر على ما لقيته منہم من تشجيع ونصائح أفنت متا الى أبعد E‏ 
الأمر الذي كان له الأثر الكبير في خروج هذا الكتاب إلى حيز النور. 
المؤلف 
خضر حامد الأحمد 


الرياض في ۱۳۹۸/٥/۲‏ ھ 
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Sets, Relations and Functions 
: 

١ 2‏ المجموعات 

Sets 0 

3 


قد تكون امحموعة اهم المفاهم التي جادت با رياضيات القرن العشرين . ونظرية المجموعات . التي يعتير الرياضي 
اناي جورج كالتو, ر George Cantor‏ ( ۱4 ۱۹۱۸ ء) مؤسسها الفعلي لهت الى حد بعيد بي اتعاد اساس 
موحد وواد ح ضح لغروء العلوم الرباضية . وغدت اللغة المعاصرة لحا هذه الفروع. . ؤيكفينا القول بان الى الرياضة حمعا 
ر a E a:‏ ع ف 321 اه ج 
تصاع الوم باستخدام لغة امجمؤعات . ورغم هذا . فان نطمح في هذا الفصا لفصل في اكثر من هس بعض جوات نظرية 
احموعات . ف حدود استعالنا ها 

تدرك اموعة بصورة حدسية . وكل محاولة لتعريفها هي من قبيل تفسير الماء بعد الحهد بالماء . وكامثلة على 

احموعات . نورد مجموعة طلاب جامعة الرياض . ومجموعة الأجرام السهاوية . ومجموعة المستقمات في المستوى الخ 


1 - تعاریف 


کا كَّ من أعضاء مجموعة إثه عنصم ربخي الها . وتكون الحموعة ممحدّدة تماماً . إذاكان < ا 


ذا كان نا عنص بشي أو لا يضمي إليا . فجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة .3 عددة تماما ٠‏ فى حم 
ا ف ابص ا ليست كذلك . وإذاكانت ۸ E‏ 8 عنصراً مز يا ا 
انيّاء a‏ إلى ه بالشكل معخ . أما إذا كان 8 غير منت إلى 4 . فإننا نكتب ه 24 . وبالاضافة إلى الرمر 


خموغة خرف كد ر فإننا غالا ما نرمز لا بإيراد عناصرها اجا او وا بين قوسين . وعلى هذا فان }1,2,3{ اق 
مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة التي تصغر العدد 4 . كا أن (...,1,2,3) هي محموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 
كلها . 
تدعى المجموعة التي لا وي أ يي عنصر الحموعة الخالية ویر ايد 2 . فجموعة الأعداد الصحيحة التي مربع 
كل مايا يساوي 3 خالية 7 ومجموعة طلاب كلية العلوم الذي ن تتجاوز أعار رهم المائة عام خالية كذلك . 


0 المدخعل الى التحليل الرباضي 


نقول عن محموعتين ۸,8 إنها متساويتان . ونكتب 8-ه . إذا انتمى كل عنصر من ه الى 8 . 
وانتمى كل عنص رمن 8 إلى ۸ .. نستنتج من تعريف التساوي هذا أن تغيبر ترتيب عناصر بجموعة :أو تكرار عنصر أو 
أرق المجموعةءلا يغير ا مجموعة . فثلاً (طبة)- a,b,‏ و (6,2) (ط,ة) . وإذا لم بتحقق شرط التساوي بين 
مجموعتين 4,8 . قلنا إنبما مختلفتان . ونكتب عندئذ ۸۶8 . فلا (طية)*(طيلة)] . 


هنالك أسلوب آخر شائع الاستعال للدلالة على امجموعة . يطلق عليه اسم , أسلوب إدراج الخاصة انحدّدة ا 
فیا بلي : لتكن × مجموعة و × منغيراً في × . ولتكن )5 جملة تعوي المنغير × + وتتصف بخاصة كونها 
صحيدحة أو غير صحيحة عند تونن × بعلصر من × . عندئذ ميو خاصة محدّدة في × . وعلى سبيل 
المثال . إذا كان (1,23,4)=× . فيمكن أن تكون (×)۴ هى المساواة 4 =× . ذلك أن هذه المساواة صحيحة 
عندما 8-0 ب زقس ضحبعة امن أجل عنام 32 اليه . كلك + افك أن تكرت ارجم تراجت 
2>>0 . ذلك أن هات تجح ىخان عندما تأخذ × إحدى القيمتين 3,4. و غير صحيحتين عندما 
تساوي × إحدى القيمتين 1,2 . وهكذا نرى أن 59 تقسم × إلى بجموعتين جزبثتين : محموعة العناصر التي 
تحقق (2)8 . ومجموعة العناصر التي لا تحققها . ويشار للمجموعة الأولى 0 {xe X:P(x)}‏ . الذي بُقرأ على الحو 
التالي : «محموعة العناصر × من × التي تحقق الخاصة (×)۴ » . ومن الممكن الرمز إلى هذه الحموعة بالشكل 
(1:800 إذاكانت المجموعة × معروفة . ولم يكن ثمة محال لياس . 


لتكن ۸,8 مجموعتين . فإذاكانكل عنصر من ۸ عنصراً في 8 أيضأءقلنا.ان 4 مجموعة جزئية من 8 (أو 
إن ف عطي 8 . أوإن 8 تحوي 4 ) . ونكتب 8 عله . وإذا لم يتحقق ذلك . فإننا نكتب 8 ۸4. 

فثلاً . إن بحموعة الأعداد الصحيحة الزوجية حتواة في محموعة الأعداد الصحيحة كلهاٍ . كا أن {a,b}‏ € (ه)ء في حين 
(41,21411,3,4 . بيترتب على هذا . وعلى تعريف التساوي بين محموعتين 3 المساواة 4-8 تكافىء 
B۸‏ و 8 عه . نستنتج كذلك أنه أيأكانت المجموعة ۸ فإن ۸ عه . وفي الحالة التي يكون فيا ACB‏ و 
۸8 » فإننا تقول إن ۸ محموعة جزئية تاماً من 8 (أوإن ۸ متواة تماماً في 8 . أوإن 8 تحوي نماما 
۸). ورمز لذلك ب 8 € م . فنا (11,2ء (11. في حين أن (1,2) © 11,2 . هذا وان سه اب 
2 عجموعة جر من أ ي مجموعة ۸ . ذلك أنه لولم تصح هذه الدعوى . لوجد عنصر x‏ يشي إلى © دون 
۾ .أي العلا Le HERE‏ 


تسمى الحموعة التي عناصرها في كل المحموعات الحزئية من جموعة A‏ . مجموعة أجزاء A‏ ( أو محموعة قوة 
ه) . ويرمز ها عادة ب (2)8 (أوب 24 ) . فإذاكانت [1,2) -ه مثلاً . فإن 
(A = ] © , )1(, 2, )1,2((‏ . 

عندما نكون بصدد دراسة محموعات جزئية من محموعة غير خالية × . فإننا نمي × مجموعة كلية . وعلى 
هذا . فإن محموعة كل المثلثات في المستوى تمثل المجموعة الكلية عند دراستنا لتشابه المثلثات . هذا . ولا وجود مجموعتر نحوي 
كل امحموعات ٠‏ ذلك أن قبولنا بوجود هذه المجموعة : يوقعنا في تناقض ( يسمى تناقض كانتور) . لن ندخل في تفاصيله 
الآ 

دوا ,عل الات ل العمليات العددية الأساسية » وأبرزها عمليتا الجمع والضرب . في كل من هاتين العمليتين 


يقابل كل زوج من الأعداد عد آخر : حاصل جمعها ( أو مجموعها) في حالة ابيع > وحاصل ضربهما ( أو جداؤهما) في 
حالة الضرب 5 


افصموعات والعلاقات والدوال ۷ 


هنالك عمليات شبيية من نواح عدة بالعمليات الحسابية . وهذه العمليات معرفة على مجموعات عناصرها 
مجموعات جزئية من جموعات كلية . ليست عددية بالضرورة . فإذا أفترضنا 8 , م مجموعتين جزئيتين من مجموعة كلية 
× . فإننا نعرف هذه العمليات فيا بلي . 
۲ =-- تعريف (اجيّاع محموعتن) 
یطاق اس اجمّاع مجموعتين ۸,8 على محموعة كل الاسر الي جي إلى اجى امجموعتين 4,8 على 
الاقل . ( او رعا إلى كلب ) . فإذا رمزنا هذا الاجاع ب xeB} ii. AUB‏ او .AUB={X:XEA‏ 


وعل سيل الفا : فان 
AU@=A‏ و AUA=A‏ و {a,b,c}U {d,e,c,b,f} = {a,b,c,d,ef|‏ 


۴۳ - نتائج 


AUB=BUAS ASÇAUB او‎ BSAUB فإن‎ . A,B أبأكانت المبوعتان‎ 


5 - تعريف ( تقاطع جموعتن ) 
بطلق اسم تقاطع محموعتين ۸.8 على يجحموعة كل العناصر التي تنتمي إلى هرهم في أن واحد . أي على 
مجموعة العناصر المشتركة بين 4,8 . فإذا رمزنا لهذا التقاطع ب 8 مه . فإن (8 عير و مع*«:»«)/- 8 65م 
وعلى سبل المثال .. قان 
{def} - 2‏ مزإعرطية) و {a,b,c}n{de,c,b,f} ={b,c}‏ 
ANnA=A‏ و ©- مم 


6068 نتائج 


ا كانت المحموعتان A,B‏ . فان 8ع8 مث ANBCA s,s‏ و ANB=BNA‏ 


وتسمى المجموعتان اللتان لا عناصر مشتركة بينهم| . مجموعتين منفصلتين . وواضح أن تقاطع المجموعتين المنفصلتين . هو 
المحموعة الخالية . 


5 تعريف (حاصل طرح مجموعة من أخرى) 


يطلق اسم حاصل طرح المجموعة 8 من المجموعة ۸ على بجموعة كل العناصر التي تنتمي الى 4 دون 8. 
فإذا رمزنا لحاصل الطرح هذا ب 4-8 . فإن (8 #« و 4 ع«:») - ۸-8 


۸ المدخخل الى التحليل الرياضي 


وعلى سبيل المثال ‏ فإن ۸= 8-2 و 6©- ه- كش و {a}‏ = (قرطعن,ك)- {a,b,c}‏ 


7ل نتائج 
أبأكانت المجموعتان 4,8 « فإن © = )8-۸( 4-8(6) وا مء8-م 
- تعريف (متممة بجموعة ) 


لتكن 4 مجموعة جزئية من المجموعة الكلية × . يطلق اسم متممة المجموعة 4 بالنسبة ل × على المجموعة 
ه-< 2 أي على امجموعة {x:xEX,X¢A}‏ 
وعلى سبيل المثال » فاذا كانت × هي مجموعة السيارات الكبيرة في المجموعة الشمسية » وكانت ۸ مجموعة سيارني 
عطارد والزهرة ٠‏ فإن 

الأرض > المريخ » المشئري » زحل » نبتون » بلوتون | = ۸-× 


6 نتائج 


أي كانت المجموعتان الحزئيتان 4,8 من المجموعة الكلية × » فإن 
A-B =An (X-B)‏ را X-(X-A) =A‏ 
د AN(X-A)=@‏ و AuU(X-A)=X‏ 


ونترك للقارىء . التحقق من صحة النظرية التالية . 


۱,۱١‏ نظرية 


يا كانت المحموعات ۸,8,٥0‏ › فإن 


Au (Bu C) = (Au دستورا الت لتجميع ) © اله‎ ( 
An (Bn © = (A م(8م‎ } 


Au (BN © = (Au B)n (Au © دستورا التوزيع 3 م‎ ( 
An (Bu ©( = (An B)u (An © 


۲ ¬-_- دستورا دي مورغان تنهع:ه34 5¢ 


إن متممة اجناع مجموعتين بالنسبة ل × تساوي تقاطع هتممتيبياء ومتممة تقاطعها تساوي اجاع متممتيهما › 
اي ان X—(Au B) = (X-A)n (X-B)‏ 
X-—(ANn B) = (X—A)u (X-B)‏ 


المجموعات والعلاقات والدوال 5 


البرهان 
سنكتني بإثبات المساواة الأخيرة » ملقين مهمة إثبات المساواة الأولى على عاتق القارىء . 


×٤× لنفترض أولاً × عنصراً من 8 مه)-< . إذن نجد استناداً إلى (1,15) أن‎ )١( 
وقمهدء‎ « x€X و¢4× أو 8 ¢× . فإذاكان‎ ˆ x€× و 8 #40× » وهذا يعني أن‎ 
» ×x€×X-A۸ وبالتالي › نجد ان‎ . ×٤ ×-8 فإن‎ › x×¢ 8B و‎ x€× ع . وإذاكان‎ ×-A۸ فإن‎ 
وبعبارة أخرى نجد أن(8 -6<) ا(4 -×) > »دوهكذا » نكون قد وجدنا أنه إذاكان‎ . ×٤ 7-8 أو‎ 
عنصراً من (8 ۸۸)- -× . فإن × عنصرمن (8-×) ا(۸- -6) » وذلك يعني أن‎ x 
X-—(An B)s (X—A)u (X-B) 


1 


(۲) لنفترض الآن × عنصراً من (02-8) ا )×-A(‏ . ع دئدذ XERZA‏ 0 ۴ 
xeX-B‏ .فإذاكان xeX-A‏ « فإن x€X‏ وه#ع» . ولا کان هذا يقتضي أن >5 
۾ X¢#ANB‏ ؛ فإننا نستتتج أن (8 ۸۸)- xeX-‏ . ونجد بصورة ماثلة أن 8 -× × تقتضي كذلك 
أن xeX- (An B)‏ چ أنه إذا کان x‏ عنصراً من (8- )X-‏ الهم -ع) › فإن × 


عنصر من X¬—(An B)‏ , اد 
X—(An 8(‏ عء(8-غ() (X—A)u‏ 


إن علاقة الاحتواء هذه ٠‏ بالإضافة إلى علاقة الاحتواء التي استنتجناها من (1)»تعنيان صحة المساواة التي 
نحن في صدد إثباتها .ت 


لتعريٍ حاصل ضرب محموعتين » لا بد لنا مسبقاً من تعريف الأزواج (الثنائيات ) المرتبة . 


١197‏ - تعريف (الزوج المرتب) 


نقول عن شيء مركب من عنصرين ۾ و ١‏ » مأخوذين بالتزتيب êa‏ ط٤‏ إنه زوج هرقب » ونرمز غالباً هذا 


الزوج ب (5,ة). نسمي ۾ المسقط الأول هذا الزوج » ونكتب (5,ة),»م = ۾ ء. كا نسمي ١‏ المسقط الثاني لهذا 
الزوج 2 ونكتب .„b = pr,(a,b)‏ 


وعلى سبيل المثال » فإن الزوج (حذاء ,جورب ) + يفترض أن يكون مرتباً عند القيام بعملية الانتعال 8 فلا يمكن 


إنتعال الحذاء أولاً ثم لباس الحورب . أما محاولة معرفة ما إذا كان الزوج ( بيضة «دجاجة) تا بالنسبة للوجود » فأمر زج 
الكثيرين في مناقغات بيزنطبة » كانت دوماً تدور في حلقة مفرغة . 


: يعرف تساوي زوجين مرتبين بالقاعدة التالية‎ 
(a,b) = (cde a =c J b=d 


1 المدخل الى التحليل الرباضي 


لاحظ أن (طبه) و (طره) شيئان مختلفان. فإذاكان اده . فإن (8)- (طر,ه) »في حين أن 
(ه,ة) =(ط,ة) » أي أن المحموعة (2,6) في هذه الحالة تتألف من عنضر واحد » في حين يتألف الزوج المرتب من 
عنصرين (رغم أنه متساويان) . أما إذا كان ط* ٠‏ فن الواضح أن (ه,ط] = (طرة) »> في حين يكون 
(6,2) + (طرة) . وبالتالي » فلا يمكن أن يكون (ط,ھ) و 4,٥‏ شيئا رياضيا واحدا . 


145 ملاحظة 


يعرف الزوج المرتب (5.ة) أحياناً على أنه الحموعة ((ط,ة!, (118 ٠‏ وعندئذ نستنتج مباشرة أن الشرط اللازم 
ولكاني كي يكون (4,) -(3,5) » هو 4-ط و 8-6 . 


6 تعريف (جداء مجموعتين) 


إن جداء محموعتين 4,8 الذي نرمز له ب 4×8 » هو يجموعة كل الأزواج المرتبة التي تنتمي مساقطها الأولى 
الى 4 ٠‏ وتنتمي مساقطها الثانية الى 8 » أي أن 
:ae A,be 8(‏ (طرة) ) = AXB‏ 
يسمى ۸×8 جداء ديكارتيا (أو مجموعة ديكارتية ) ل ه و 8ء وذلك نسبة الى الرياضي والفيلسوف الفرنسي الفذ 
ديكارت :عتندءوء0 . : الذي كان أول من نشر أبحاثاً في المندسة التحليلية عام ۹۴۷٠م‏ . 
وهكذا . إذاكان (2,4) = 8ر[1,3,5) = ۸ » فإن : 
AX 8 = {(1,2,(1,4,(3,2),(3,4),(5,2),(5,4) (‏ 


وينتج عن تعريف جداء مجموعتين » أن حاصل ضرب الحموعة 4 بتفسهاء أي 4×4 ٠‏ والذي نرمز له أحياناً 
ب 47 . هوالمجموعة : (ى € طرة: (ط,ة) ) = AXA‏ 
وهكذا فبفرض (1,3,5) = ۸ . يكون: 
AX A = {(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5),(5, 1(,)5,3(,)5,9(‏ 


لتعريف جداء ثلاث محموعات لا بد لنا مسبقاً من تعريف الثلاثيات المرتبة . 
65 - تعريف (الثلاني المرتب) 


لتكن ع,ط,ة ثلاثة أشياء . يعرف الثلاثي المرتب (©,ط,8) على أنه زوج مرتب؛مسقطه الأول هو الزوج المرتب 
(طرة) . ومسقطه الثاني هو ء . أي أن : (ع,(طية) ) - رطية) 


نستنتج من هذا التعريف . ومن تعريف الزوج المرتب أن : 
((a,b),c) = ((d,e),f )‏ حسعرء,0) = (a,b,c)‏ 

c= ۴‏ 9 ع,ك) = )a,b(‏ ج 

؟>-ه وع- مول وجه 


امحموعات والعلاقات والدوال 11١‏ 


١17‏ - تعريف (جداء ثلاث مجموعات) 


لتكن ©,8,ه ثلاث مجموعات . نعرف ۸×8×٤€‏ على أنه جداء المجموعتين ©,8عاه » أي أن : 
AxBXC=(AxB)xC‏ 
وبالتالي فإن : 
©عء , Ax BX © = { ((a,b),c):(a,b) < Ax B‏ 
(a,b, ):aeA,beB,ceC}‏ { = 


يترتب على هذا أن حاصل الضرب ۸×۸×4 ٠»‏ الذي يرمز له أحياناً ب ».4١‏ هو الحموعة : 
AXAXA = {(a,b,c) :a,b,ce A}‏ 
وهكذا » فبافتراض (2,4] = 8 » نجد 
BX BX B = {(2,2,2) , (2,2,4) , (2,4,2), (2,4,4) , (4,4,4) , (4,4,2) , (4,2,4) , (4,2,2) }‏ 


وني مقام الحديث عن ضرب الحموعات » من المناسب إبراد النظرية التالية : 


4 نظرية 


. إذاكانت إحدى المجموعتين 4,8 خالية . فإن ۸×8 محموعة خالية‎ )١( 
. ك م8)كام‎ = (AX 8)^ (AX C) ùlj « أا كانت اعات ع,ظبىم‎ )۲( 
عام‎ BXD عه « فإن‎ B,C D إذاكانت‎ 5 


البرهان 


)١(‏ لنفترض مثلاً أن © = ۸ ٠‏ وأن AxB#@‏ . إذن هنالك عنصر على الأقل ٠‏ وليكن (ط ۰ متم 
إلى ۸×8 . لکن هذا ب يعني أن ذءع2 » أي أن 2 4۶ » وهذا مناقض للفرض . لذاء لآ بد أن 
يكون @ = ۸×8 . 


(۲) إن المساواة (© × 4) 8(۸ ×4) = © 8۸) ×۸ صحيحة » إذا كانت إحدى المجموعات 4,8,٤٥‏ على 
الأقل خالية؛ وذلك أستناداً إلى )١(‏ . لضن الآن أن 4,8,٥‏ غير خالية»لكن © - © م8. 
عندئذ يكون © = © 80) »هم . ستنبت في هذه الحالة أيضاً أن © »«ه) 8(۸ ×4) خانية كذلك . 
إ1 أفترضنا جذلاً أن امجموعة الأخيرة غير خالية ٠‏ لوجد عنصر (9,:) في 8»الهم وني AXC‏ 

معاًء ولنزتب على ذلك أن لا عنضرمن 8,٥‏ هعاء أي عنضرمن © مه ء وهذا غير ممكن لأن 
6 - > م8. ومهكذا نكون قد وجدنا أن المساواة الواردة في (۲) صحيحة دوماً إذاكانت إحدى 


المجموعات © 8,©,80رهم على الأقل خالية . سنثيت صحتها بفرض أن كلاً من هذه المجموعات غير 
خالية . 


١‏ المدخيل الى التحليل الرياضي 


لیکن ©86)*ه 6,26 | + إذن € 68۸ر و ×٤۸‏ . ویترتب على هذا أن 
© عا,8 علزره ع« ؛» وبالتالي فإن (x,y)‏ تنتمي إلى AxXB‏ و AxC‏ معاءأي أن 
(x,y) € (AX B)N (Ax C)‏ « وهكذا فإن (AX B)^ (AX C)‏ ءك .AX(BN‏ 


. وبالعكس » لنفترض (©<ه) 8(۸ ×4) » (لا,ك6 . إذن (لم) عنصر من AxC‏ و lke AXB‏ . 
ويترتب على هذا أن ع A, ye BN CçÎ« xe A, eB, ye‏ ع« › وهذا يعني أن © (xy) Ax (BN‏ . 
وهكذا. AX (B^ © ùl‏ ع( .)AXB)^ (4X‏ 
إن علاقة الاحتواء هذه مع سابقتها تثبتان صحة المساواة المطلوبة . 


(۴) إذا افترضنا أن © = ©2<اه فإن 88 ع©2اه . لنثبت صحة علاقة الاحتواء هذه في الحالة 
عام . لیکن ©ك“اهء(,» . إذن ععززرمءع» . ولا كان م عءع,8 عم › فإن 
xeB,yeD‏ ءأيأن )xy € BXD‏ . وهذايعني أن 2»اه عع«ام. ه 


لتكن × محموعة كلية : ولنفترض أننا نود الحديث عن جاعة من الحموعات الحزثية من × . للتمييز بين 
محموعات هذه الجاعة » فن الملائم إعطاء أساء ها . وهذا الغرض ٠‏ سنورد محموعة 1 من الأسماء . ستزمز لعناصر 1 
ب ...,كارؤوؤء وسندعوها أسماء مجموعاتنا الحزئية من × . وعلى سبيل المثال » فن الممكن أن تكون ... , يذ , ره , به 
مجموعات جزئية من × . 


من الواضح أن إعطاءنا أسماء من عناصر 1 للمجموعات الحزئية من × + لير ں سوى إسناد دليل لکل من هذه 
المجموعات الحزئية : فدليل ب4 هو أ ودليل ره هو ز... الخ . وهذا هو السبب الذي بخولنا نسمية 1. بمجموعة 
الأدلة ؛ كا تسمى عناصر 1 بالأدلة . ونقول عن جاعة الحموعات الحزئية من × » التي أسندنا لكل منها اسم من 1 
بأنها محموعات ذات اا 1 . وسنرمز لهذه المماعة بالشكل 1 ع1 , [ 4 أو اختصارا ب (/خ ) عندما تكون مجموعة 
الأدلة 1 معلومة . فثلا ٠‏ إذاكانت ,4 هي المجموعة × مضاعف ل :»)= ,4 حيث 1 عدد صحيح موجب » 
فإن المماعة ۸ © 2,[ به ليست الا المماعة ٠٠.‏ ,د4,د4:,4 » حيث 
ا RE‏ ل 


هذا : ونقول عن 14,161 إنها جاعة خالية من المحموعات إذاكان © - 1 . 
64 تعريف 


لتكن 1 محموعة أدلة و محموع ةكلية و1 14,16 جاعة من المحموعات الحزئية من × مجموعة أدلنها 
1 عتدئك : 
)١(‏ يطلق اسم اجهّاع الهاعة 1 16,(:ه). على بجموعة كل العناصر من × الي ينتمي كل منها إلى إحدى 
المجموعات :۸ على الأقل ٠‏ ونرمز هذا الاجمّاع ب ١۸ل‏ أو اختصاراً ب :۸ بن وبالتالي . فان 
(بذء» دي الل فیا .مق 2 به رنا 


الحموعات والملاقات والدوال ۳ 


يترتب على هذا التعريف أنه إذا كانت 14٠٠,16١‏ جاعة خالية من المحموعات (أي © = 1)» فإن 
3= هورن 


(۲) يطلق | اسم تقاطع المماعة, ,iel‏ (:8] على بجموعة كل العناصر من × الي ينتمي كل منها إلى جميع بيع المحموعات 
به في آن واحدء أي على بجموعة المأصر للشزكة بين كل مجموعات ابلياعة ٠‏ ورمز ذا التقاطع 
بيه 28 أو اختصاراً , ب ٥/۸۲‏ . وبالتالي » فإن (به ع ایا کان 1 من 1:») - بهرم 


يترتب على هذا التعريف أنه إذاكانت المواعة 161 [/4] خالية » فإن × > برد , 


ص نعرف جداء ( أي حاصل ضرب) اللماعة 1 ا,زيهةا) ٠‏ الذي نرمز له ب لال أو اختصاراً ب :]1 » 
على أنه محموعة كل الاعات iel‏ ,4 » حيث بقعب 2 با کان 1 e‏ 


وفي الحالة التي تكون فيا محموعة الأدلة 1 منتبية ومؤلفة من 8 e‏ » فن الممكن اعبار 1 المجموعة 
11:2.٠.8(‏ كا يمكن كتابة الحداء عندئذ على الشكل ,هم أو 8< ... “ارق ×۸ . وني هذه الحالة » 
e‏ المراعة 1 16 (,3) على الط (»2:,...3رية) ٠‏ وتدعى رة ۾ . فإذا تقيدنا هذه الرموز » فإننا نجد 


زيف مقو ريق يهار EA,‏ رق : (مقر: . .ريقرية) { = a = AXAyX... XA»‏ 


وعندما A۸‏ = رم = ... = يه = رم قإننا ترمز للجداء الابق. ب كه > إذن 
EA}‏ مق ريقرية: (Biar: n)‏ { = 


سنورد الآن نظرية تشكل تعميماً لدستوري التوزيع الواردين في النظرية (1,41) . 


١41‏ نظرية 
إذاكانت 161,[يها, جاعة من المحموعات الحزئية من حموعة كلية × » وكانت 8 عموعة جزئية من 
× ايضاء قفإن 
BU (NrA;) = n, (BU A;)‏ 
BN (UrA;) = U, (BN A:)‏ 
البرهان 


سنكتني بإقامة البرهان على المساواة الأخيرة . 
لیکن × عنصراً من (ن,نا) 80 . لملكان ب ×6۷/4‏ فهنالك 1 من 1 ميث ×4١‏ . فإذا أضفنا إلى 
ذلك أن 8 €× وجا أن x€ BN A;‏ . وبالتالي فإن x € U, (B^ A:)‏ . اذن(بث .BN (U, AJC U, (B^‏ 


14 المدخل الى التحليل الرياضي 


لنفترض الآن أن × عنصرمن (8 80)/نا . إذن هنالك 1 من 1 . بحيث ب4 80 ع« . وهذا يعني أن 

XE A‏ و 8 *. الأمر الذي يتتج عنه أن ب4 ,ا ×٤‏ و8 ع ».أي xE€ BN (U,A;)‏ . وينتج عن هذا أن 
(هرت) م8 عزيم u, (Bn‏ 

لذا فإن المساواة المطلوب إثبائها صحيحة .م 


هذا . وإذاكانت 8 ف في النظرية السابقة اجرّاعاً أو تقاطعاً حاعة من المحموعات > فاننا نجد التعميم , التالي الذي 
نترك إثباته للقارىء 2 مستعيناً بطربقة برهان النظرية السابقة 


17 نظرية 


لتكن 1ع1,(:ه) و دعذ,[ره) جعتين من المحموعات الحزئية من مجموعة كلية ما . عندئذ يكون : 
زلف (nı By)= N r, /(A,U B,)‏ دا(يهرم) 
B;) (¥)‏ مهارت = (U,A,) n (U/B,)‏ 


ونترك للقارىء ٠‏ إثبات النظرية التالية باتباع أسلوب ممائل لذلك الذي سلكناه في برهان النظرية (1085) . 


۴۳ - دستورا دي مورغان هدع:ه34 26 المعمان : 


اذاكانت 161,[نه) جاعة من المجموعات الحزئية من مجموعة كلية × . فإن : 
زه -<),م = X-UrA,‏ 
XNA: = U,/(X—A)‏ 


الحموعات والعلاقات والدوال 16 


۲ الملاقات 


Relations 


-١‏ تعريف (الملالة) 


نسمي كل ججموعة جزئية من المجموعة ۸×8 علاقة لنائية بين عناصر ۸ وعناصر 8 ٠‏ أو علاقة في 
٠ ۸×8‏ أوعلاقة من ۸ إلى 8 . وتسمى مجموعة المساقط الأولى في كل الأزواج المرتبة المؤلفة للعلاقة » ساحة أو 
مجموعة تعريض أو منطلق العلاقة » كبا تسمى محموعة المساقط الثانية في كل الأزواج المرتبة التي تتتمي إلى العلاقة مدى » أو 
مجموعة قيم؛ أو مستقر العلاقة . 


وبوجه خاص » فإن كل ججموعة جزئية من المجموعة ۸×۸4 » تسمى علاقة بين عناصر  ٠‏ ( أو علاقة في 
ذا أوعلاقة على ه ). 


وعلى سبيل امال » فإنكان . (2,4) = 8 ,(1,3,5) -ه فإن 
r, = 1(1,4,(3,4} |‏ 
هي علاقة بين عناصر ۸ وعناصر 8؛ ساحتها (1,3] ومداها 14 . كذلك . فإن 
r, = {(1,0,(1,3),(3,1 ,)5,9(‏ 
هي علاقة بين عناصر ۸ » تشكل المجموعة (1,3,5) = ۸ كلاً من ساحتها ومداها . 


وبوجه عام » فإن ساحة العلاقة ۲ بين عناصر ۾ وعناصر 8 » هي ا مجموعة «xe A:(x,y)Jer}‏ 
ومداها المجموعة إ۲ ]۷/€8:)x,y(6‏ . 


هذا وإذاكانت 6 علاقة في ۸×8 »۰ وكان ۲ (ر×) . فإننا نقول إن (ر,») يحقق العلاقة ٣‏ (أوإن 
لا برتبط ب × وفق العلاقة ٣‏ ) ونكتب ×٣‏ . وإذاكان ؟»(92,*) . فإننا نقول أن (ز,*) لا يحقق العلاقة 
۳ » ونکتب ۷× . وهكذا فلدينا مثلا : 37,4 و 1۴,5 و1۲3 . 


لقد عيناكلاً من العلاقتين ١۳ء٠٠‏ بأن وضعنا جميع الأزواج الرتبة التي تتتمي إلى كل منها ضمن قوسين . 
ويدعى هذا الأسلوب في تعبين العلاقة بالطريقة الحدولية . بيد أن هنالك أسلوباً آخر لتعبين العلاقة هو اتالي . 
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۲ أسلوب الخاصة المُحَدُدَةَ 


لنفرض × متغيراً في امحموعة .4 والا. متغيراً آخر في المحموعة 8 ( ۸,8 قد تكونان متساويتين أو 
ختلفتين) . لتكن ,)© جملة تحوي المتغير ين ,»× : وتتصف بخاصة كونها صحيحة أو خاطئة عند تعويض × 
بعنصر من ۸ و ل بعنصر من 8 . عندئذ. نسمى (لآ,)© خاصة محددة في 4×8. فثلاً . إذاكان 
رم 2 3,456[ B=‏ , }2,3,4{ - 
وكانت ((»ات هي الخملة ٠‏ و|× .١‏ التي تعني أن × يقسم بر . فإن هذه الحملة صحيحة عندما 
4=لر,2=× مثلا. وخاطئة عندما 5< لا ,3-«. 


وهكذا . فإن الخاصة المُحَدّدة (9,*)© في مجموعة ۸×8 تقسم هذه المجموعة إلى مجموعتين جزئيتين 
مجموعة العناصر الو لی حقق الخاصة . ومجموعة العناصر الي لا عققها . ونرمز جموعة العناصر الي تحقق هذه الخاصة 
بالشكل رمح :8 عاهء (9) أ = er‏ م 
r = {(x: C(xy)}‏ 
عند عدم إمكان الالتباس . ومن الواضح ۴0 هي العلاقة بين 'عناصر ۸,8 التي تحقق الخاصة (ا,»)© . 
وهكذا . فإن العلاقة بين عناصر الحموعتين (0) التي ا هد كد اي هم )قم بر رمن 8 )۰ يمكن أن 
تكتب بالشكل الحدولي ‏ [4,4), (3,6), (3,3), (2,6), (2,4) )»أو على الط التالي : 


! (x,y) e Ax B: xly} 


وتجدر الإشارة إلى أنه غالباً ما يشار إلى الخاصة (وب») الحددة للعلاقة © على أنها العلاقة © تجاوزاً . وعلى 
هذا . فن الممكن الكلام عن «علاقة' التراجح > ١‏ أو «علاقة التراجح أو التساوي > » أو«علاقة التساوي = » بين 
عناصر × . كذلك بمكن الكلام عن «علاقة الاحتواء > » بين عناصر مجموعة أجزاء مجموعة , 


05 


هنالك علاقة تشغل مركزاً ممتازاً بين جميع فروع العلوم الرباضية . ألا وهي علاقة التكافؤ. 


۴ - تعريف (علاقة التكافق) 
لتكن 2 علاقة على مجموعة ۸ . تسمى ٤‏ علاقة تكافؤ على ۸ . إذا توفزت في م خواص الانعكاس 
والتناظر والتعدي . التي نعرفها فيا بلي 


(۱) نقول عن علاقة ۴ بين عناصر محموعة 4 إنها منعكسة في 4 . إذا تحقق الشرط 
aEa‏ (أني 8 ,) ) ابا کان A ja‏ . 
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وعلى سبيل المثال . فإن العلاقة ٠‏ 8 بشابه ١‏ » المعرفة على يجموعة المثلثات في المستوى منعكة . لأن 
أي مثلث مشابه لنفسه . أما العلاقة « ۾ صديق ا » المعرفة على مجموعة بني البشر » فليست منعكسة . 
كذلك فإن العلاقة ٠‏ ۸ محتواة تماماً في 8 » المعرفة الو اباب سياس 


(۲) نقول عن علاقة ۴ بين عناصر محموعة 4 إنها متناظرة في ۸ إذاكان 
aEb => 2‏ « (أي (b,aeE_‏ <دظء (اية) ). 
وعلى هذا . فإن العلاقتين الأوليين . الواردتم ين في )١(‏ متناظرتان ٠‏ ذلك أنه إذا كان المملث 8 يشابه ط . فإن 
المثلث 8 يشابه ه ‏ واذاكان ۾ صديقاً ل ط فإن ط صديق ل 8 . أما العلاقة الأخيرة في(١)‏ فن الواضح آنا غير 
متناظرة . كذلك فإن علاقة التراجح ٠‏ 2 كرس EES A A‏ كنا 


(۳) نقول من علاقة ۴ بين عناصر مجموعة 4 إنها متعدية في 4 . إذا تحقق الشرط : 
aEb,bEc=> aEc‏ 
)أي الشرط : (a,)éE‏ >= ىء ورط)رظء (طية) 
فثلاً » نری بوضوح أن علاقة التشابه المعرفة على محموعة المثلثات > وعلاقة الاحتواء التام المعرفة على محموعة أجزاء 
محموعة » وعلاقة التراجح على مجموعة عددية »كلها علاقات متعدية . أما العلاقتان ٠‏ ۾ صديق ط » المعرفة على محموعة 
الناس . و« ه عمودي على ط ؛ المعرفة على محموعة مستقهات المستوى + فليستا متعديتين . 


ويرمز عادة الى علاقة التكافو ب بم أو 2: أو غيرهما. 
وهكذا » فإستناداً إلى تعريفنا لعلاقة التكافؤ » نستنتج بيسر أن العلاقة ٠‏ ۾ يوازي ٠‏ » هي علاقة تكافؤ على 


مجموعة مستقمات فضاء ثناني أو ثلاثي البعد » كرا أن العلاقة « ۾ بشابه ط » هي علاقة تكافؤ على محموعة مثلثات هذا 
الفقباء 7 


4 - تعريف ( صفوف التكافق) 


لتكن ۸ مموعة عليها علاقة تکافو نه . وليكن ه عتصراً من ۸ . نسمي امحموعة الحزئية من عناصر ۸ + 
التي يكافىء كل منها 2 صف تکافۇ 2 ء ونرمز له ب ,8 . وهكذا . فإن [ھ نہ ×:€4») = E,‏ . 


ه16 مثال 


کک ١‏ علاقة على بجموعة الأعداد الصحيحة 2 ميث أن الشرط اللازم والکاني كي يكون (,y)€e Ta‏ 
هو أن يكون xy‏ قابلاً للقسمة على 4 . عندئذ نرمز لذلك ب (m04ص)y x=‏ » ونقرأ هذا بالشكل «إن لا,ك 


۱۸ المدخمل .الى التحلبل الرياضي 


متطابقان من قياس 4 » . من السهل التحقق بأن ٠١‏ علاقة تكاف على مجموعة الأعداد الصحيحة 2 . وإذا لاحظنا 
أن أي عدد صحيح إذا قسم على 4 فإن باقي القسمة لا بد وأن يكون واحداً من الأعداد 0,1,2,3 . (أي لا بد أن 
5 متطابقاً مع أحد الأعداد 20,1,2,3 من قياس 4 ) ٠‏ فإن هذا العدد لا بد وأن ينتمي إلى أحد صفوف التكافز 
الاربعة التالية : [,4,0,48- ,8-,...{ = (0)4 25 : 1:62 = E,‏ 

...افلم لرة = ,7=( = (4)ا {xeZ:xm‏ د E,‏ 


E; = {KEZ 8 XO} = {=6 A610) 
Ej = (xeZ:xE X9} = {...,— 5, = 1,37,15۲ 


5 تعريف 


لتكن ه مجموعة ما . فإذا قسمنا ۸ إلى جاعة من المحموعات الحزئية غير الخالية . الي كل مابا منفصل عن 
امجموعات الباقية . والتي اجتاعها يساوي 4 . فاننا نقول بأن هذه اللماعة من المجموعات الحزئية نشكل تجزئة للمجموعة 
ه . وعلى سبيل المثال . فإذاكانت (141,2,...,10,11-ه وكان 

B = )1,3,5,7( , © = {2,4,6,8} , D = {9,10,11} 

فإن الماعة 8,٥,2‏ تشكل تجزئة ل 4 . لكن .اذا امتعضنا عن 2 بالحموعة (8,9,10,11) = ,5 . أو بالمجموعة 
(110,11 > يهء فإن 8,٥,5,‏ ليست تجزئة له . لأن © مرو مح .كا أن :8,62 ليست أيضاً تجزئة 
A J‏ لانه*يم Bu Cu‏ . 

ما كنا « لنحشر» التعريف السابق في بند العلاقات . لولا وجود رباط وثيق بين علاقة تكافز على مجموعة ٠‏ وتجزئة 
هذه الحموعة . وهذا ما تعبر عنه النظرية التالية 


٠17‏ - نظرية 
إن جاعة صفوف التكافؤ . التي تحددها علاقة تكافؤ نہ على مجموعة 4ء تشكل نجزئة ل ۸ . 


البرهان 

كي نبين أن جاعة صفوف التكافؤ ۴۱,۵6۸ . تشكل تجزئة ل 4 نلاحظ ما بلي : 

26 5, ليكن 2 عنصراً ما من 4 . لماكان 30:8 . (لأن علاقة التكافر منعكسة) . فان‎ )١( 
وبالتالي فإن .8 ملا . يترتب على هذا. أن ,5 4لاك4 . ولا كان من الواضح بأن‎ 
.A=U,E, ùli دعرلا‎ 

(۲) سنبين الآن أن أي صن تکافۇ عخلفین لا بد وأن يكونا منفصلين . لنفترض جدلاً أن ,۴٫‏ ب۴ صفا 
تكافؤ مختلفان ۰ لکن 2غ E,‏ ممع 5 عتذئل نمة عتصرء وليكن c‏ ثلا . نحيث م2 ©© و 
e E‏ . إن هذا يعني أن 5786© و همه . يترتب على كون علاقة التكافؤ رم متناظرة ومتعدية . أن 
اھ . لکن هذا ء يعني نارغ = ,8 » ذلك أنه إذاكان ,8 €× فإن وبم» .لکن انہھ . 
إذن 5ه ء وبالتالي,5 »« . نستنتج من هذا ؛ أن ,8 ع ,ع . ونجد بصورة ماثلة أن م85 > و۴ . 
وهكذا نجد أنه إذا افترضنا @٭ م 8,0 ۰ فاننا نجد م8 = ,۴ وهذا خلاف الفرض . إذن 
© د ر8 مر8. ه 
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يطلق على محموعة صفوف التكافو 4 18:1,36 + الناجمة عن علاقة تكافؤ به على مجموعة .4 إسم 
مجموعة حاصل القسمة ٠‏ وبرمز ها ب نہ /4 . وهكذا ؛ فإن محموعة حاصل القسمة لعلاقة التكافؤ ٠١‏ 'على محموعة 
الاعداد الصحيحة 2 والواردة في المثال (1,755) هي ZC a {BBS EE}‏ 
إن عكس النظرية السابقة صحيح . وعلى وجه التحديد ترد النظرية التالية . 


64 نظرية 

إن كل نجزئة لمجموعة ۸ تحدد علاقة تكافؤ على ع 

الرهان : 

لتكن ٠ 1,[,1٤1 ٠‏ جعة من المحموعات الحزثية من ۸ تشكل نجزئة ل 4 . إن هذا يعني أن 

الابإناكتيق .. وان إذاكان ,365 . عن أجل عنضرين ما 0 عن 1 + فن 6م18 
لنشكل علاقة 8 على ه كا بلي : إن الشرط اللازم والكافي كي يكون 8 6(ز,*) . هو أن ينتمي العنصران 
۷× إلى نفس انحموعة :7 من التجزئة 1ع7[,1/) . سنبينان 5 علاقة تكافؤعلى هم . 

(0 ليكن > عنضرا ا سی ۾ . لا كان ,1,لا- م . فإن × يتتمى إلى مجموعة ما ولتكن ,1 
وبالتالي . فإن )»,×(٤۴‏ استناداً إلى تعريف 85 . وهكذا فإن 8 علاقة منعكة .. 

(۲) اذا کان 2 ع(9ا,*) . فإن لإ,» ينتميان إلى مجموعة واحدة من محموعات التجزئة . وبالتالي فإن 
(€٤‏ استناداً الى تعريف 8 . لذا . فإن ۴ علاقة متناظرة . 

م لیکن عء رن ‹ ظءر») .إن هذا يعنيء استناداً إلى اتر 151 أن اؤ ,ميان إلى 
مجموعة واحدة ,1 . وان ۷,2 ينتميان كذلك إلى حموغة واحدة ,1 . وبالتالي . فهنالك عنصر 
تعرك. 3:36 إذق ٨42‏ . الأبر الذي برب عليه أن ,> :3 ء ولأنهالولم 
تتحقق هذه المساواة لكان = ,3,63 ) . نستنتج من هذا . أن ,× تنتمى إلى مجموعة واحدة 

7 
5 . وبوجه خاص . فإن 2,* تنتمى إلى مجموعة واحدة من التجزئة . واستنادا إلى تعريف 8 . 
فإن 8 26,) . إذن ٤‏ علاقة متعدية . » 


سنختتم بند العلاقات بتعريف علاقة الترتيب . 
6 - تعريف (علاقة الترتيب الحزني) 


لتكن ۲ علاقة على محموعة ۸. تسمى © علاقة ترتيب جزثي على ۸ إذا توفرت في 6 خواض 
الانعكاس واللاتناظر والتعدي . أما علاقتا الانعكاس والتعدي . فقد سبق وعرفناهما في )٠.۲۴(‏ . وأما بالنسبة للاتناظرء 
فإننا نقول عن العلاقة © على 04 إنبا لا متناظرةءإذا نتج عن كون 1 6,82(6) و ٣٤(ط,ة)‏ أن 6-ه 
هذا . وإذاكانت ۲ علاقة ترتيب جزني على ٠۸‏ فإننا رمز لكون 1 ع(8,6) على الشكل ط6 . ونقول إن 
١‏ ۾ ببق ا .١‏ 


5 المدخخل الى التحليل الرباضي 


وعلى سبيل المثال ٠‏ فإن علاقة التراجح أو التساوي > ٠‏ المعرفة على مجموعة من الأعداد الحقيقية . هي علاقة 
ترتيب جزني على هذه المجموعة : كا أن علاقة الاحتواء ع المعرفة على بجموعة أجزاء محموعة .4 هي علاقة ترتيب جزني 
على مجموعة قوة ۸ء أي على المجموعة ‏ “2 . ١‏ 


٠‏ هذا ونقول عن المحموعة ۸ . التي عرفنا علييا علاقة ترتيب جزني > . إنها مجموعة مرتبة جزئياً . ويرمز 
أحيانا إلى هذه ا مجموعة بالزوج المرتب ( > ,۸ ). 

لتكن ( > ,۸ ) مجموعة مرتبة جزثياً . إن الرمز > يعني أن 88 . وأن 2*8 . ونقول عندئف إن 
٠‏ يسبق تماما طا ». أما الرمز 2 <6 فيعني أن م>2 .كا أن الرمز 2 <8 يعني أن >2 . وأخيراً . فإن الرموز 
aby akb, b%*a,ڪ b¥a‏ تعني نئي a‏ <ط ١‏ , ةط و >2 ؛ ط44 على الترتيب . 


1 - تعريف 


ليكن طبه عنصرين من محموعة مرتبة جزئياً . فإذا لم يسبق أي من هذين العنصرين العنصر الآخر . أي إذاكان 
0 و طا مه . قلنا إن هذين العنصرين غير قابلين للمقارنة . 
وعلى سيل الالء قإذا أخذناالمجموغة (زبه)-:ه ٠‏ وشكلنا بحموغة أجزائيا 
((5,ةا, (طا, (ة|, 2 > 2 . فإن (©,“2) مجموعة مرتبة جزلياً . نلاحظ أن ,4 عنصران غير قابلين 
للمقارنة . في حين أن أي عنضرين هن 4 أحدههما ت أو (3,5) أقابلان للمقارنة . 


۲ - تعريف (علاقة الترتيب الكلي ) 


نقول عن علاقة ترتيب جزني > على مجموعة ل إنها علاقة قوتي بكلي على ۸ إذاكان أي عنصرين من ۸ 
قابلين للمقارنة . 

فثلاً . إن علاقة التراجح أو التساوي > المعرفة على مجموعة من الأعداد الحقيقية هي علاقة ترتيب كلي على هذه 
الحموعة . أما علاقة الترتيب الحزني ع على *2 في امال الوارد في )1١741(‏ فليست علاقة ترتيب كلى , 

هذا . ونقول عن (>,۸) . حيث > علاقة ترتيب كلي . إنها مجموعة مرتبة كلياً . ونترك للقارىء التحقق 
من صحة النظرية التالية . 1 


١174#‏ نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون (>.4) مجموعة مرتبة كلياً هو أن تتحقق الشروط التالية : 

(1) أيأكان العنصران ط,ه من ۸ فلا بد أن تتحقق واحدة فقط مما بلي : محة أو a>‏ أو a>ط‏ . 
وبعبارة أخرى . فإذا کان ط,ره عنصرين محتلفين من ۸ » فإن أحدها لا بد وأن يسبق تماماً العنصر 
الآخر. 


(؟) إذا كان ط>ج و ع>ط . فإن >> . وبعبارة آخری!» فان العلاقة > متعدية . 


الجموعات والعلاقات والدوال ۲١‏ 


٠6‏ الدوال 
Functions‏ 


سننتقل الآن إلى تعريف يعتبر يحق أهم ما جاد به علم الرياضيات ٠‏ ألا وهو تعريف الدالة . 


عند دراستنا للدوال في باكورة دراستنا للحساب التفاضلي والتكاملي »كنا نفهم الدالة على أنها قاعدة تمكننا من 
مقابلة كل عدد حقيني × من مموعة عددية بعدد حقبتي . وعلى سبيل المثال . فان الدالة المعطاة بالدستور 
1-×+×2=ر »هي قاعدة تمكننا من مقابلة كل قيمة لامتغير المستقل × بقيمة للدالة هي اسبر 2x‏ . 
التي كنا نسمما قيمة الدالة عند النقطة × . إن نقطة الضعف في هذا الوصف للدالة تكن في غموض كلمة «قاعدة'أوكلمة 
« دستور» . ولا کان استخدام الدوال لا يخلو منه تقريباً أي من مواضيع التحليل الرياضي . وجب علينا إنعاد 
تعريف دقيق للدوال . ومن حسن الحظ » فإن نظرية العلاقات الواردة في البند السابق )٠.۲(‏ توفر لنا الأساس المكين 
للوصول إلى هدفنا هذا . 


١‏ تعريض (الدالة) 


نقول عن علاقة ؟ إنها دالة (أو تابع أو راسم أو مؤثر أو تطبيق أو تحويل)؛إذا نتج عن ۴ €(2») و 
؟ 206 أن y=z‏ . وبالتالي ٠‏ فان ساحة ( أو بجموعة تعريف ) الدالة ۴ هي مجموعة المساقط الأول للأزواج 
امرتبة الشكلة ل 5 6 وتر ھا غالا ب 0 ٠‏ كا أن مدى ( أو مجموعة قم ) الدالة ۴ هي محموعة المساقط الثانية 
للأزواج المرتبة المتتمية إلى ٠ f‏ وستزمز لها غالباً ب R0‏ . 


نستنتج من تعريف الدالة أنه بقابل کل عنصر × من ) © عنصروحيد لا . بحیٹ ؟ 6(ل») . يسمى 
العنصر لا هذا قيمة ؟ في (أوعند) × . ويرمز لهذا العنصرب 100 . كذلك فن الممكن تسمية لا (أو 500 ) 
خيال × وفق ؟ . وعلينا أن نَمِيرَ بين الدالة ۴ نفسها وبين القيمة ۴00 للدالة ۴ في × . ويغدو هذا الفرق هاماً 
عندما نكون حال دالة ساحتها مؤلفة من دوالَ . وهكهذا. فن الممكن التعبير عن ۴ بالشكل 
:x€ D(7‏ ,]=۴ ء أو بالشكل (60)90», 100 = ۷: (ز,»)) = ۴ 


لتكن ,× محموعتين » ولتكن ۴ دالة ساحتها × ومداها محتوى في لا . تسمى ۴ عندئذ دالة من × الى 
لا ٠‏ (أودالة من × (أول × ) في 9 . أودالة معرفة على × وتأخذ قيمها في لا )»ونشير إلى هذا بالرمز 
باه :م .تسى ۲ أحيانا محموعة وصول الدالة ؟ 


۲ الدخل اى التحليل الرياضي 


هذا وإذاكان ۴= ۲ ( ۴ بجموعة الأعداد الحقيقية) . فإن الدالة ۴-+×:۲ تدعى دالة حقيقية 
القم ٠‏ أو اختصارا دالة حقيقية . وإذا كان فضلا عن ذلك 88 >× . فإننا نسمي الدالة +×:؟ دالة حقيقية 
ومن ماسب أحياناً استعال الرمز ٠‏ ه ع« ,(50 +× ١»‏ الذي يعني أن ؟ دالة ساحتها ۸ وقيمثها في ا 
(من 4 ) هي 69: . وهكذاء فن الممكن التعبير عن الدالة {(,sinx):xe R}‏ على الشكل 


.« x+esinXx,XER ۱ 


3" لا كانت الدالة هي بحموعة (من الأزواج الرتبة) : فإننا نستنتج مباشرة استناداً لتعريف تساوي محموعتين النظرية 


١7‏ نظرية 
يها 


الشرط اللازم والكاني كي تتساوى دالتان 5,8 هو أن يكون لها ساحة واحدة . وأن يكون 600-80 أيأكان 
8 من ساحتها المشتركة هذه , 


٠ ملاحظة‎ 1,“ 


لما كانت الدالة هي عبارة عن محموعة ‏ فن الممكن أن تكون الدالة خالية . والدالة الخالية دالة ساحتها خالية 
بالضرورة : ذلك أنه اذا كانت ساحة دالة ما غير خالية » فلا بمكن أن يكون مداها خخالياً : وبالتالي . تغدوالدالة غيرخالية. 
كذل ك فإن مدى الدالة الخالية حال ٠‏ ذلك أنه لوكان المدى غير خالٍ > كانت الساحة غير خالية > وغدت الدالة بالتالي 
غر خالية. 


4 - أمثلة 


)١(‏ إن (©,۴=)])1,2(,)2,4(,)3 دالة ساحتها الحموعة (1,2,3)= 4 . ومداهاالمجموعة 
(2,4,6) . ويمكن التعبير عن ۴ هنا بالشکل (اء«,»< - لا( ۰ (أو 
بالشکل ,×٤ A‏ = = ()؟ ٠‏ أو بالشكل {(,2x):x€ A}‏ > أو 
بالشكل 2»,×4 +× )..وواضح هناء أن هذه الدالة تختلن عن الدالة 
x,xeEN)‏ = رن لزي ) بسبب اختلاف الساحتينءرغم أن لكل من الدالة ۴ والدالة الأخيرة دستوراً 
واحدا هو «2-لر 


(۲) إن العلاقة (3,8), (3,6), 2,4), (1:2) 1 ليست دالة بسبب وجود عنصرين محتلفين (3,8) و (3,6) الما 
نفس المسقط الأول 3 . كذلك فإن العلاقة إلااع», × = :لز: (,*)] ليست دالة كذلك»لأن 
(1-,1) و (1.1) عنصران مختلفان في هذه العلاقة لا نفس المسقط الأول 1 


المجموعات والعلاقات والدوال ۳ 


(۳) إن العلاقة ۴ » التي ساحتها مجموعة الأعداد الحقيقية © » ولمحددة بالدستور *×=(»)۴ ٠‏ دالة مداها 
محموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة . تسمى هذه الدالة الدالة التربيعية . 


(4) لتكن ‏ . مجموعة غير خالية » وليكن ع شيئاً ما . لنعوف ۴ على أنها المجموعة [× ع*: 102,0 . من 
السهل ملاحظة أن ۴ دالة ساحتها × » ومحددة بالدستور =(»)۴ أبأكان × من ×. تدعى هذه 
الدالة الدالة الثابتة . إن مدى هذه الدالة هو المجموعة وحيدة العنصر (©) . 


(ه) لتكن × مجموعة غير خالية » ولتكن ۴ المجموعة (× ©*: (,*)) = ۴ . إذن ۴ هي الدالة التي كل من 
ساحتها ومداها المجموعة × ٠‏ يحيث يكون خيا لكل عنصر × وفق ۴ هو × نفسه . وبعبارة أخرى» 
فان ۴ دالة ساحتها × ومحددة بالدستور *-500 أياً كان × من × . تسمى هذه الدالة الدالة 
المُطإبقة أو دالة المُطَابَقَة على × . ويرمزها ب با . 


(5) ليس من الضروري أن تكون ساحة أو مدى الدالة حموعة عددية . فالدالة التى ساحتها محموعة كلات 
اللغة العربية . والتي خيال أي كلمة وفقها هو حرفها الأولءهي دالة مداها مجموعة الحروف الأبحدية 
العربية . وبالتاللي فساحتها ومداها ليسا مجموعتين عدديتين . كذلك فالدالة التي خيال كل إنسان وفقها هو 
والدته . هي دالة معرفة على مجموعة بني البشر (عدا ادم وحواء) » ومداها مجموعة جزئية تماما من محموعة 
النساء . 


6 - تعريض ( الدالة لمتغيرين ) 


نقول عن دالة ۴ . ساحتا مؤلفة من أزواج مرتبة/إنها دالة تغيرين . فإذاكان (×,,») عنصراً من ساحة 6 . 
فإننا نرمز لخيال هذا العنصر وفق ۴ بالشكل (و«,,»)6 بدلا من (لر»,,*))4 . وهكذا . فإن الدالة لمتغيرين ۴ التي 
ساحتها 0) © ما هي الا الحموعة 

f = { (xx) حلا‎ f(XX) ,(x,,x,) ع‎ XO} 
واستناداً إلى تعريف الثلائي المرتب (10145) . فان‎ 

f = {Xx :Y = fxr) , (xx) € XD} 
. لذا . فإن الدالة لمتغيرين هي محموعة من الثلاثيات المرتبة‎ 


۷ مال 


لتكن × مموعة ما . ولتكن “2 مجموعة أجزائها . إن الدالة *2ه *2 × *۴:2 . والمعرفة بالدستور 
A.B = AUB‏ اا كانت الحموعتان الحزئيتان ۸,8 .من × ههي دالة لمتغيرين . ومدى هذه الدالة هو امجموعة 
*2 بأكملها . ذلك أنه أي كانت المجموعة الحزئية م من × (أي العنصر ل من *2 ) فإنه قيمة ل ۴ء لأن 
.f(A,O) = Au 2 =A‏ 


۲٤‏ المدخعل الى التحليل الرياضي 


۸ - تعريض ( الخيال المباشر والخيال العكسي ) 


لتكن لدينا الدالة f:X+Y‏ » ولتكن A‏ مجموعة جزئية من الساحة 4 . إن الخيال المباشر ل لم وفق f‏ 
هومجموعة أخيلة جميع عناصر ۸ وفق ؟ . فاذا رمزنا له ب (1)4ءفإن (4 ع««: 100 - ر(م) . لاحظ أنه إذا 
كان 9)©ع», ۰ فإن 560 *((8إ)؟ لأن ((1)]8 هي المجموعة |(600) . 

كذلك » إذاكانت لدينا الدالة ۷ +×:۴ وكانت 8 بحموعة جزئية من ال . فإن الخيال العكسي ل 8 وفق 
؟ هو مجموعة عناصر × ٠‏ التي خيال كل منها وفق ۴ ينتمي الى 8 . وإذا رمزنا هذا الخيال العكسبي ب ۴٠)8(‏ فإن 
{x:xe X,f()€ B}‏ = ره)م, 

لاحظ أن التعريف الأخير لا يشترط في 8 أن تكون محموعة جزئية من 0009 . وفي الحقيقة » فإذا كان 
BNR =O‏ فإتا د © = رهم . كذلك علينا ملاحظة أنه إذا كانت 8 محموعة جزئية وحيدة العنصر من 


09 . فليس من الضروري أن يكون خياها العكسي وفق ۴ مجموعة وحيدة العنص ر كذلك . وعلى سبيل المثال » إذا 
أخذنا الدالة ۴ التي ساحتها ۴ والمعرفة بالدستور **-100 » فإن (1,1- ! = ([۴))1 . 


- مثال 


لتكن ۴ دالة ساحتها مجموعة الأعداد الحقيقية ۴ وحددة باللستور سطس - 89 . با أن 
+ع + تير 
133 59 ب 4 5 
لذ ا ااا اعم فإننا نستنتج بسهولة ان مدى ؟ هو المجموعة )3 > >0: .),eR‏ فإذا كانت 
إ2 A= (xeR: x>‏ + فإن إل هر>هنهعر)- ره . وإذاكات (1- =)x€R:×>‏ 4 فإن 
(1 > >0: عنز) - ]| . كکزذلك» فا كات (یّ > :=8“ ت 
لكممهعم التدميهعم KB)‏ . أما إذا كات (0>ر: ۸ 6ر])=8 . فإن 


. f(B) = 6 
نتيجة‎ "9١ 

يترتب على تعريف الخيال المباشر والخيال العكسي محموعة وفق دالة . أن © = (©)0) , © = (©. 
١47‏ نظرية 


لتكن ۷ +×:۴ دالة ما » ولتكن ۸,8 مجموعتين جزئيتين من × . عندئف ؛ 
KAU B) = f(A) U f(B) )١(‏ . 


امحموعات والعلاقات والدوال Yo‏ 


؟) f(A) N KB)‏ ء (8 .KAN‏ 
RA)-fB) )5‏ 8(2 -1)4.. 
(؛) إذاكان 8 عم فإن (88 >(#4, 


البرهان 


4 إذاكانت إحدى الحموعتين (على الأقل) 4 أو 8 خالية فإن المساواة )١(‏ صحيحة . سنبين هذا مثلاً في الحالة 

© - 8 .في هذه الحالة يكون © = (۴)6 . إذن 
f(AU 8( = f(Au ®) = RA) = f(A) u © = fRA)u f(B)‏ 

لنتتقل إلى الحالة العامة حيث كل من ۸,8 مموعة غير خالية . 
سنبين أولاً أن (۴)8 ا(۴)۵ 8(٤‏ ۴)۸ . لیکن (8 ۴)u‏ عر . إذن هنالك عنصر × من 
AUB‏ بحث =( . وهكناءفإن هع أو 8ع . فإذا کان 6۸× فإن 
y€ f(4)‏ = ()۴ . وإذاكان 8 €× فإن (۴)8 عر = 600 . وبالتالي › فإك (۴)8 ۴)A(u‏ € . 
لذا فإن علاقة الاحتواء المطلوب إثباتها صحيحة . 


ستثبت الآن صحة الاحتواء العکسيأي (8 ۴)۸ (۴)8 ا(۴)۸ . لیکن (1)8 ن(4)؛ عر . إذن 
)۴ أو (۴)8 عر . فإذاكان (8)؟ علاءفهنالك عنصر من ۸ خياله وفقق ۴ هو ١‏ . وإذا 
كان (۴)8 6لا فهنالك عنصر من 8 خياله وفق ۴ هو لا . وبالتالي » فهنالك عنصرء وليكن × ء 
بتمي إل ه أو 8 بحيث يكون 10-1 . وهذا يعني أن 8 داح >« بحيث [- 160 . ويترب 
على هذا أن (8 د)۴ ۲00٠‏ = و . لذا ء فإن علاقة الاحتواء الثانية المطلوب إثباتها صحيحة . وواضح 
أن علاقتي الاحتواء تعطياننا علاقة المساواة المطلوية )١(‏ . 


(۲) إذاكان ©= 8 ۸۸ ء فإن ©= (8 ۴)4۸ » وبالتالي » فالعلاقة (؟) صحيحة (لأن المجموعة 
الخالية محتواة في أي محموعة ) . لنأخذ الحالة العامة 82 4۸ءوبالتالي © #(8 ۴)۸۸ . لنفترض 
B(‏ مه عر . عندئذ هنالك عنصر × من ۸۸8 نحيث لا>-(45'. إن هع و8عي 
في آن واحد . يترتب على أن مع« و ۷=( أن (۴)۸ ٤ر‏ . كذلك . نستنتج من أن 8ع» 
و ۷= ()؟ أن (8)» علا . إذن (۴)8 ۸(ه)۴ عير . وبالتالي » فعلاقة الاحتواء (؟) صحيحة . 


(5) من الواضح صحة العلاقة (6) عندما © = (1)8- (4)8 » (لأن الحموعة الخالية محتواة في أي مجموعة) . 
لتأخذ الحالة العامة © #(1)8- (۴)4 › وليكن (14)8-(8)؟ علا . إذن (۴)۸ علا و (#1)8لا . 
بترتب على (8)؟ علا أن نة × من ۸ بحيث لا -('*)!. ولا کان (8 €×: 10 ) = (۴)8 + 
فإننا نستنتج أن (8 € ×: 400) # ر = (١)۴ءالأمز‏ الذي يتعين عليه أن 8 #'« . لذاء فإن 
ه-مءم . إذن (۴)4-8 €( )۴. لکن ('۴)۸ = ر » إذن (۴)۸-8 عر . وبذا يتم التحقق 
من صحة علاقة الاحتواء (۳) . 


۲٣‏ المدخيل الى التحليل الرباضي 


)٤(‏ إذا كان © = ۸ فإن © = (ه)؟ . وبالتالي فالعلاقة (4) صحيحة (لأن المجموعة الخالية محتواة في أي 
بجموعة ) . لتأخذ الحالة العامة م ٠‏ وبالتالي ۶ (۴)۸ . ليكن (8)؟ عر . إذن يوجد × 
من 4 بحيث ¥=( »)۴ . ولا کان 468 فإن ×٤8‏ .لذا فإن (۴)8 € (»)۴ . وبا أن 
)!ا ' فإننا نجد (۴)8 عر . إذن (۴)8 ع(1)4 حتاً.» 


وتجدر بنا الإشارة ة هنا إلى أن التساوي غير وارد في الحالة العامة في علاقتي الإحتواء (5) و(6) من النظرية السابقة . 
وعلى سبيل المثال ٠‏ لتأخذ الدالة الثابتة [ء )ع زطية):؟ » فإذا رمزنا ب x‏ وله و8 للمجموعات (ط,ة) و(8) 
و (ط] على الترتبب.وجدنا © = (©)1 = (8 ۴)۸۸ في عن أن {e {e} = {e}‏ = (8)؟ )£ وبالتالي › فإن 
س )#۴( ۴)4۸ في هله الحالة. كذلك » فإن[] = (۴)8 = (4- )۴ء في حين أن 
=( -) = لم)؛ 600 . لذا فإننا جد في هذه الحالة أيضاً أن (۴)۸ - (<): + (ه - )۴ . هذا , ومن الممكن 
ا لوف بمائل لذلك الذي سلكناه في إثبات الشقين )١(‏ و (۲) من النظرية السابقة للبرهان على النظرية التالية . 


۴ نظرية 


لیکن ۲ +×:۴ دالة ما » ولتكن 161,[ب4) جاعة من المحموعات الحزئية من × . عندئد يكون : 
fUrA) = U/RA) ()‏ 
N/A) (PD)‏ ء هرمو 


وفما يتعلق بالخيال العكسي فترد النظرية التالية . 


٤‏ - نظرية 


لتكن ۷ +×:۴ دالة ما » ولتكن ۸,8 مجموعتين جزئيتين من ۷ . عندئذ : 
«Au B) = f(A)u f™(B) (1)‏ 

f(B) (¥)‏ ملم = B)‏ مم)م' 

f^(A— B) = f(A) —f*(B) (F) 

(4) إذاكان 48 فإن (۴°)8 € (۸) 


وإذاكانت 14:[,1٤1‏ جاعة من المحموعات الحزئية من ۷ . فإن : 
(Î)‏ ره)درنا = (يهرن)؟ 


(PD‏ هدرم = هرمت 


البرهان 


سنکتني بإيراد ال لبرهان على الشقين الأخيرر ين (1) و(؟) في الحالة العامة . 


المجموعات والعلاقات والدوال ۲۷ 


(1) سنبين أولاً أن (۴)۸ ,لا ء (۸,لا)۴ . لیکن (۸,لا)-۴ع× . عندئذ یکون ,ھر 100 ء 
وبالتالي » يوجد دليل 1 من 1. بحيث بع( » الأمر الذي ينتج عنه (6۴۰)۵× . لذاء 
فإن (ه)؟رناء» . وبذا يم إثبات علاقة الاحتواء . 


ولاثبات علاقة الاحتواء العكسية (ريه ,لام ء ۴)۸ لا نفرض (ه)* ,لاع« . عندئذ» يوجد دليل 1 
من 1 بحيث (ه)»4ع» ۰ وبالتاليء نجد من أجل هذا الدليل به 00م . إذن بشرنا 100 . الآمر 
الذي يترتب عليه أن (,هرنا)»6 >« . وبذا يتم إثبات علاقة الاحتواء العكسية . 


إن علاقة الاحتواء الأولى بالاضافة إلى علاقة الاحتواء العكسية تبينان صحة المساواة )١(‏ . 

(؟) سنبين أولاً أن (ه)"؟بامء (ه,2"):؟ . لیکن (هرم)«اء» . عندئذ يكون رشبم 50 
وبالتالي » فإن به ۴(٤‏ أيأكان 1 من 1 ء الأمرالذي ينتج عنه أن* زم)مء» أبأكان ١١‏ 
من 1 . لذاء فإن (ه)سم,اع* ٠‏ وبذا يتم إثبات علاقة الإحتواء المطلوبة . ولإثبات علاقة 
الإحتواء العكسية (,0/8)-؟ء (,ه)*) ۲)۷ . نفترض ((ه)-0/1)ع* . عندئذ . يكون (,يه) €× 
أا کان 1 من 1 . وبالتالي . فإن ۴)6۸ . أيأكان 1 من 1 . إذن يهلا 850 . 
الأمر الذي يترتب عليه أن ((هررم)-5ع». . وبذا ء تكون علاقة الإحتواء العكسية صحيحة . 


إن علاقة الاحتواء الأولى . وعلاقة الاحتواء العكسية تبينان صحة المساواة (؟) .م 
يترتب على الشق (۴) من النظرية السابقة ما بلي, 
٥‏ - نتيجة 
لتكن ۷+¬×:۴ دالة ها. ولتكن ۸ محموعة جزئية من ¥ . غندئذ يكون 
(ه)--< = f(Y-—A)‏ 
لنورد الآن نظزية تعطينا علاقة هامة بين “6,7 . 
نظرية 


لتكن ۷+×:۴ دالة » وليكن ×46 و لاء8 . عندئذ يكون : 
)ا( 1({A)2 A‏ 
f(fXB))JSB (F)‏ 


۲۸ المدخل الى التحليل الرباضي 


الرهان : 


. ×6۸ اذا کان © = ۸ فن السهل التحقق من صحة العلاقة . لنفترض الآن 40 وليكن‎ )١( 
» عندئذ (۴)۸ 106 . واستناداً إلى تعريف الخيال العكسي لمجموعة وفق دالة جد ((و)م)“ع×‎ 
5 وبذا ب يتم المطلوب‎ 


(۲) إذاكان © - 8؛أو 8+2 و © = (۴)8ء فن السهل التحقق من صحة العلاقة . لنفترض الآن 
B+‏ و ©*8 وليكن (8)-:/عر . إذن هنالك × من (2)8م4 نحيث 
f00=y‏ . واستناداً إلى تعريف الخيال العکسی نجد 8 6006 . وبالتالي . فان 8عنو ء 
وبهذا نجد المطلوب .ة ١‏ 


١" 1/‏ - تعريف (مقصور ومد دالة ) 


لتكن /1+-<:؟ دالة ما . ولتكن ه مجموعة جزئية من × . نعرف مقصور ؟ على 4 بأنه دالة؛نرمز ها 
ب .14؛ءمن 4 الى لا بحيث يكون خيال كل عنصر × من ۸ وفق ۸| يساوي (5 . ومن الواضح أن 
الدالة ه |5 موجودة وتتعين بشكل وحيد بالدالة ۴ والحموعة ۸ 
AA = {(xY:xEA,y = f(0}‏ 
لنفترض الآن أن *× محموعة تحوي × . نعرف ممدّد الدالة ۷ +×:۴ الى *× بأنه دالة ۾ ساحتها *× بحيث يكون 
خيال أي عنصر × من × وفق ع يساوي 10 . وبعبارة أخرى . فإن 8 دالة مقصورها على × هوالدالة ۴ . 


يترتب على هذا التعريف . أنه يمككن تشكيل عدة ممددات لدالة ما . وكمثالعلى المقصور نأخذ دالة القيمة المطلقة 

۴ التي ساحتها ۴ . من الواضح » أن مقصور ؟ على محموعة الأعداد الحقيقية الموجبة هو الدالة *6|8؛ بحيث أنه أا 

كان العدد الموجب ‏ فان ×= )۴|۴٠()»(‏ . كذلك نلاحظ أنه إذا رمزنا مجموعة الأعداد الحقيقية السالبة ب ٠‏ فان 
- = 182(00) أيأكان العدد السالب × . 


لتأخذ الآن الدالة ۴ التي ساحتها (1-,11- ۴ والمعرفة بالدستور DE‏ درم فق الحهل 
أن نلاحظ بأن الدالة ۾ ا بلطا واي 
(عندما 1-» ) 3-82 
تشكل ممدّداً ل ۴ الى (11- © .كا أن الدالة ط التي ساحتها ۴ والمعرفة بالدستور 
(عندما.1- ×x#‏ و 1 بير ) الكخبإلثير 
(عندما 1- =× ) لاقت 4 = h(x)‏ 
(عندما 1-بي ) 6 


تشكل ممدداً ل ۴ الى © . 


المجموعات والعلاقات والدوال ۲۹ 


١ ۸‏ - تعريف (مرَكّبة دالين) 


لتكن ۷+ ×:۴ و 8:۲٠2‏ دالتين موضحتين في المخطط التالي : 


8 ا 7 


gof 
من 2 إنها‎ (f0) نقول عن الدالة من × الى 2 . التي یکون خيال كل عنصر × من × وفقها هو العنصر‎ 
مركبة الدالتين ۴ و ع (مأخوذتين بالتزتيب * ثم 8 ). ونرمز هذه الدالة ب ممعم . وهذا يعني أن‎ 
ع ,كاء :: 5,2 )! =. أمع‎ = 8)1)90(( 


نری من هذا التعريف أنه کي تكون الدالة ٤٠ع‏ محددة يحب أن تكون ساحة 8 هي مجموعة وصول الدالة 
٠ ۴‏ وعندما تكون الدالة ٤٠ع‏ محددة . فإن ساحتها هي ساحة ؟ . ويجموعة وصوها هي مجموعة وصول ۾ 


وعلى سبيل المثال . لتكن ۴ و ۾ دالتين ساحة كل ما هم :5-*×=(×)1,8+×3=(»)]. عندئذ 
يكون : 


(g0) = )ع‎ ( = g(3x+ 1) = (3x+ [(:-5 = م9‎ + 6-4 


(fo g(x) = f(gx)) = f(x*—5) = 3)5:-5( +1 = 3-14 


إن هذا المثال يبين لنا أن عملية تركيب الدوال ليست تبديلية » أي أنه في الحالة العامة ۴٠ع‏ # هه . لكن هذه العملية 
تجميعية كا تبين النظرية التالية. 


6 نظرية 


.إن تركيب الدوال عملية ثنائية تجميعية » أي أنه إذاكانت لدينا الدوال 2-5 بط ,2ع لا :م ر¥+×:f‏ 
فإن 9مه)مط = (hog of‏ . 


البرهان 


إن ساحة الدالة )808(٠1‏ كا سبق وأشرنا في )١,۳۹۸(‏ هي ساحة ؟ . كذلك » فإن ساحة 9ءع)ء1 1 
ساحة 851 » وساحة 854 هي ساحة ۴ . وبالتالي » فإن للدالتين 1۰)8۰ و ؟ )1١ ٠‏ ساحة واحدة هي × . 
علينا لاثبات صحة النظرية التحقق عن أن الكل عتضر امن >< نفس الخيال وفق هاتين الدالتين » ed‏ 
h(g(f(%)))‏ = (0 )لع ((ho g)ofXx) = (he‏ 
(he(ge 90Xx) = h((ge 8)0( = h(g(f(x)))‏ 
وبالتالي . فالمساواة صحيحة . ه 
ونترك للقارىء التحقق من صحة النظرية التالية . 


۳٠‏ المدخل الى التحليل الرباضي 


441 نظرية 


تكن 27+×:۴٠ع‏ مركبة الدالتين 2ح لا:ج ,لاز :, . عندئذ يكون : 
(1) ((4))ع = (1()4ه2) . أيأكانت المجموعة الحزئية ۸ من × 
5 (0)-ع)۴ = ۴(“)9ءع) » أيأكانت الحموعة الحزئية © من 2 . 


۲ - تعريف ( الدالة المتباينة والدالة الغامرة) 


نقول عن دالة ۷ +× :۲ إنها متبايئة ( أو دالة 1-1 ) إذا كان للعناصر المختلفة في × أخيلة محتلفة في ¥. 
أي إذا اقتضت المساواة (»)۴ = (»)۴ أن يكون ×=× . ونقول عن ۷ +× :؟ ,انها دالة غامرة ( أو دالة من × على 
نا ) » إذاكان أي عنصر لا من ¥ خالا لعنضر × من × وفق ۴ د أي إذاكان ا عنضراً من ¥ وترتب على ذلك 
وجود عنصر × من × بحيث لا = (1)0 . ينتج مباشرة من هذا التعريف ومن تعريف الخيال المباشر لمجموعة وفق دالة أن 
الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالةلا + × :؟غامرة هو أن يكون ۷= 100 , 


١ ۴‏ أ أمثلة 
)01( من الواضح أن دالة المطابقة با على جموعة × دالة متباينة وغامرة . 


(۲) إن الدالة الخالية ( ١517‏ ) متباينة > ذلك أنه لولم تكن كذلك: لوجد عنصران محتلفان »,× من ساحة 
الدالة ها خيال واحد وفق الدالة الخالية » وهذا غير صحيح لأن ساحة الدالة الخالية ومداها محموعتان 
خاليتان . كذلك فإن الدالة الخالية غامرة لأن ساحتها ومداها © ولأنه لدينا دوماً © - (©8 كا سبق 
وأسلفنا (۱,۳۹۱) . 


(۴) إن الدالة + ۴ :۴ والمعرفة ب 2< - ()1 ليست متباينة » لأنه اذا کان ×= × . فقد يكون ×- =× 
ولیس #«-ع .كاأن هذه الدالة غير غامرة > لأنه لا يوجد عدد * ميث يكون خياله وفق ۴ يساوي 
1- = ل مثلاً وفعلا فأباً كان العدد الحقيق × فإن 1-> ×= ()۲. 


أما لو أخذنا الدالة *+*۴:۴ والمعرفة بالدستور نفسه *×= ۴)۳ فإن هذه الدالة متباينة . لأنه إذا كان 
×= *» فإن ' > (ولا يمكن أن يكون'- = «»لأن ٠۸ع‏ *٭ ,× ) . كذلك فإن ۴ هذه دالة غامرةءلأنه إذاكان لا 
أي عنصر من مجموعة الوصول فإذر = 7(2/) = (و 2)۷ أي أن هنالك عنصراً 7 من الساحة خياله وفق ۴ هو ف . 


لتكن ۲ +× :5 دالة ما » ولنشكل العلاقة ۴ يث أن الشرط اللازم والكافي کي يكون (xe F‏ شو 
يكون (Yer‏ « آي أن €۴ ,و): (×) ) =۴ . لقد أسمينا ۴ علاقة ع لأنه ليس من الضروري أن تكون هذه 
العلاقة دالة . فثلاً > لتأخذ الدالة التربيعية ( × = لا f= { (x:‏ التي ساحتها ۴ . إن هذا ب يعني أن الشرط اللازم 
والكاني كي يكون ٤۴‏ (رر) هوأن بيكون */ا-* . وبالتالي » فإن ۴ في هذه غ2 هي المجموعة 
F={(Y:x= y?}‏ الي ساحتها بحموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة . ولاكان (1,1) و (1- اسو جيم 
۴ ها نفس المسقط الأول 1 ٠‏ فإن العلاقة ۴ ليست دالة. 


الحموعات والعلاقات والدوال ۳١‏ 


وني الحالة الخاصة التي تكون فما العلاقة ۴ دالة فإنه يرد التعريف التالي . 
4 - تعريف 


لتكن ۷ +× :۴ دالة » ولنشكل العلاقة [؟ ع 0ذ,لا) : «×) ) = .فني الحالة الخاصة الي تكون فعا العلاقة 
۴ دالة » فإننا نسميها الدالة العكسية للدالة ۴ ء ورمز لها ب “۴ . 


نستنتج من هذا التعريف أنه يوجد للدالة الخالية دالة عكسية هي الدالة الخالية كذلك . 
١ ٥‏ نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون ۷ =× :۴ دالة متباينة وغامرة.هو أن تكون  ٤٣‏ (,ل): (1,) ) = ۴ دالة 
متباينة ساحتيا* روماه × : 


الرهان 


(1) لتفترض أولاً ۷ +× :۴ دالة متباينة وغامرة.وليكن ۴ € (ا,:) ۴۵ © (9,*) . عندئذ › يترتب على تعريف 
۴ أن ۴ 9د,) و ٤۴‏ (دملا) . ولأكانت الدالة ۴ متباينة فإن ”ودر . وهكذا نكون قد أثبتنا أنه إذا 
كان ۴ € (ل,:) و € (ز,) فإن ”اد بر وهذا يعني أن ۴ دالة . لنفرض الآن ۴ ع (, ×) و €۴ (5,3) . 
عندئذ » يكون 6۴ (×,۷) و؟ » #,) . ولاكانت ۴ دالة »> فإن ×=»× ء وهذا يعني أن الدالة F‏ 
متباينة . نلاحظ بعد ذلك أن 9)% = [ ٤۴‏ («رل) : × ) =(2)۴ . ولاکان لا = 49 لأن ؟ دالة 
غامرة > فإن المساواة الأخيرة تبين أن لا -(8)© 
واذا لاحظنا أعياً أن 


هو الحموعة × 3 


ق اقم لعاف 8 . 
× = 900 = لك )F۴(= ۷: (y0‏ فإننا نستتتج أن مدى ۴ 


(؟) لنفترض الآن أن ٤٤(‏ 0,ا): (ذ,*)) = ۴ دالة متباينة ساحتها ۷ ومداها ٠×‏ وليكن €۴ (*,9) و 
(y0 ef‏ . عندئذ > اع ل و > ) ء وبا أن الدالة ۴ متباينة » إذن ×=× . وهكذا 
نكون قد أثبتنا أنه يتعين على (yx)ef‏ و كع 0ت أن عير وهذا يعني أن ۴ لا بد وان تکون 
دالة . لنفترض الآن ؟ء9',0) و لء«,'””) . عندئذ €۴( )x‏ و ع (لا,*) . وبا أن F‏ 
دالة » إذن ”= ”ا . الأمر الذي يعني أن الدالة ۴ متباينة . نلاحظ الآن أن 

9 = رزاع ود,) لا ) = X= RD‏ 
وهذا يعنى أن ساحة ۴ هى × . كذلك » لدينا 
Y= XD = {x:(y,)ef} = RD‏ 
وهذا يعني أن مدى الدالة وأ هولا »› أي أن الدالة لاع ة:1 غامرة . ه 


۳۲ المدخيل الى التحليل الرياضي 


١45‏ نتيجة 


يترتب على النظرية والتعريف السابقين . أنه إذا كانت ۷ +-×:۲ دالة متباينة وغامرة»فإن ل ۴ دالة عكسية 
(x: (ye f}‏ = “۴. إن “۴ دالة متباينة ساحتها لا (اي مدى ۴ ) ومداها × راي ساحة ۴ ) . 

فثلاً > إذا أخذنا الدالة التي ساحتها ۴ والحددة بالدستور × - 8:0 ٠‏ فن السهل التحقق من أنها متباينة 
وغامرة على ۴ . وبالتالي » فلها دالة عكسية “۴ ساحتبا ٠۴‏ ومعطاة بالدستور ‏ *«/2 - ۴٠)‏ . ذلك أن 
(0)"؟ دلا : (لا,:)) = "۴ من جهة ٠‏ ثم إن 

(DY = VX}‏ عزفا = :: {Oy Ef} = {DX = OD} = (OD‏ در 


۰ نظرية‎ ١ ۷ 


لتكن ×+ ۲ ۴٠:‏ الدالة العكسية للدالة ۷+×:۴ . عندثئذ 
)١(‏ إن الشرط اللازم والكافي كي يكون (۴)۷ = × هو .2100 =۷ . 


(۲) إن ×ا = ۴"۴ و ,1 = ۴۴٦‏ . حيث ×1 و 1 دالتا المطابقة على × و ۲ على الترتيب )١,۳۹۹۳(‏ . 
5 إن د “() 


البرهان 


»( نستنتج من تعريف 1 أن (y,x) ef"‏ ج (x,y) ef‏ . وبالتالي > فان (9)-) دع ج (×)؟ = لر . 


(۲) أأكان × من × فإن × = 09 أو ×=(۴۰)۴0 أي × ومومسم. 
إذن +1 = ۴٠٠۴‏ . ونجد المساواة الثانية بصورة ممائلة . 


(”) لماكانت الدالة العكسية ×+ ۴٠:‏ متباينة وغامرة » فلها دالة عكسية هي -(-1) . وبتطبيق تعريف الدالة 
العكسية مرتين نجد ؟ = €۴ (yر»):‏ ()) = ۴ 0رر : زرو د تزع .ام 


لماكان()؟ ‏ × جه (8 = و استناداً إلى )١(‏ من النظرية السابقة ٠‏ فكي نحصل على ۴ من ؟ يكني 
حل المعادلة 92-100 بالنسبة الى *: فنجد الحل (الوحيد طبعاً) (9)-5 = *. فثلاً . لايحاد عكس 
الدالة . التي ساحتها.ومداها ۴ والمعطاة بالدستور ۴)۸(=355 نضع 5+×3= وء ثم نحل بالنسبة ل × 
فنجد جال × . إذن کا . ولا جرت العادة على الرمز للمتغير إن *ء فإن 


الدالة المكسية هي كجك ۴٠»‏ » أي أن ( لشحة = ر:«»)) = 5 . كذلك ۰ لإیجاد 
عكس الدالة[1- -)]5(+R-]‏ ۴:8 المعطاة بالدستور 2= وم > نحل المعادلة 
x‏ 


المجموعات والعلاقات والدوال ۳۳ 


ق - ل بالنسبة ل × فنجد 0-6 = × أي ا = ()م . وهذا يعني أن الدالة 


E ge 1‏ ااا د - وم . أي أن 
3ک ر 3 
f" = ))5,9( :Yy = rer }‏ 


وتجدر الإشارة إلى أن الرمز (5:)8 لا يدل على الخيال المباشر ل 8 وفق ۴٠١‏ الا اذا كانت الدالة “۴ موجودة 
فعلاٌ . وفي الحالة العامة » فإنه يعني الخيال العكسبي ل 8 وفق ۴ . ومن الحدير بالذكر . أنه في حال وجود الدالة 5 فلا 
فرق بين الخيال المباشر ل 8 وفق “؟ أو الخيال العكسى ل 8 وفق ؟ : 


إن عكس الشق (۲) من النظرية )١,481(‏ صحيح . وعلى وجه التحديد ترد النظرية التالية . التي تكلف 
القارىء بإقامة البرهان عليها . 


۸ = نظرية 


لتكن لا+-< :1 وا لا :ع دالتين . فإذاكان بآ = ٤‏ مع و ا =8 حيث +[ و ,ا دالتا المطابقة على × 
و لاعلى الترتيب » فإنه يوجد للدالة ۴ دالة عكسية تساوي ع . اي انه = "؟. 


من الممكن الإفادة من هذه النظرية لإثبات ما بلي, 
64 نظرية 


لتكن ۷ +×:۴ و ۲+٣2‏ :چ دالتين لما دالتان عكسيتان 76--/55:1 ولاه-2 :م عندئذ توجد للدالة 
0-2 :1ه دالة عكسية هي × +2 :1۾ مد . 


البرهان 


يكني استناداً إلى النظرية السابقة إثبات أن 
lz‏ = (ده .)م 9مه) او Ix,‏ = 0مع)ه(دومم) 
وني الحقيقة » فإذا أفدنا من النظرية ٠ )١,۳۹١(‏ التي تقرر تمتع عملية تركيب الدوال بالخاصة التجميعية وجدنا أن : 
(fog) o(go = f(g" o(gaf)) =f" (gog of)‏ 
Fels ad a Fafa‏ 
ونجد بصورة ماثلة أن : 
(fog) = ge(fo(f" og")) = go((fo fog),‏ م ع) 
go(ly og") = gog" = lz‏ = 
وبذا يتم تم إثبات النظرية .م 


۳4 للدخخل الى التحليل الرباضي 


هنالك دوال تسمى متزايدة تماماً » وأخرى تسمى متناقصة تماماً تتمتع بخاصة وجود دوال عكسية ها . لنبدأ أولاً 
بتعريف هذا الط من الدوال . 


) تعريف ( الدالة المطردة‎ 0١ 


لتكن 86۸ و 8 +۴:5 دالة ما . نقول عن ۴ انها متزايدة على (أر في) 5 إذاكان ,1 > (,:)1 عندما 
يكون ,*., أي عنصرين من 5 يحققان التراجحة د > × . ونقول عن ۴ إنها متزايدة تماماً على ( أوفي) 5 إذا 
كان ×۴ >(,8 عندما يكون ×, × أي عنصرين من 5 يحققان التراجحة ,× > × . وتسمى 7 متناقصة في ( أو 
على) 5 أومتناقصة تماماً في (أو على) 5 حسما تكون الدالة ۴- متزايدة » أو متزايدة تماماً في 5 . وأخيراً فان ۴ تدعى 
دالة مطردة في (أو على) 5 : إذا كانت مترايدة أو متناقصة في 5 . 


وعلى سبيل المثال » فإن الدالة الثابتة + ۴:۸ متناقصة ومتزايدة في ۴ دون أن تكون متزايدة تماماً ٠‏ أو 
متناقصة تماماً في ۴ . وبالعكس . فكل دالة (غير خالية) متزايدة ومتناقصة لا بد وأن تكون ثابتة . 


أما الدالة ا حقيقية المحددة بالدستور ×= -()1 فهي مترايدة تماما في ]«+,0] . ولكنا ليست مترايدة ولا 
متناقصة » ولا متزايدة ماما ولا متناقصة ماما في .R‏ 


۲ - نظرية 


لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها 5 ومداها 7 . فإذاكانت ؟ متزايدة تماماً في 5 > فإنه يوجد ل ؟ دالة عكسية 
متزايدة تماماً في 7 . وإذا كانت ۴ متناقصة تماماً في 5 ٠‏ فإنه يوجد ل ۴ دالة عكسية متناقصة تماماً في 7 . 


البرهان 


لتكن ؟ مترايدة ا ×× نقطتين من 5 یٹ ,×× . إذن إما أن يكون .<>« أو 
د <,: . وعندها إما أن يكون 5*0 >(,*8 أو (×)؟ <(,*8 . وبالتالي (,«5 ,»م . لذاء فان الدالة 
6:57 متباينة وغامرة . وبالتالي فإننا نستنتج من )١,۳۹۹٩(‏ أنه يوجد للدالة ؟ دالة عكسية $+ :¬ . لیکن 
:ل عنصرين من 7 يث رر> رو ٠‏ ولتفرض أن («8 = ولا و (8 = بر. عندثد نجد استناداً إلى 
)١ 8417‏ أن لو۴ = مك و )»5 = × . وبالتالي يكون (لأن ۴ متزايدة تماماً) 

)»1 >(30)- »= ىخا > ,»ا >= لي« )4 > )1 >= يلا >رلا 

وهذا يعني أن 6 متزايدة تماماً في 1 9 
ويتم إثبات النظرية في حالة كون ۴ متناقصة تاما في 5 بصورة ماثلة . © 


عمة صنف خاص من الدوال ذو أهمية بالغة في التحليل الرياضي » نورد تعريفها فيا بلي. . 


الممموعات والعلاقات والدوال e‏ 


١ ۴‏ - تعريف (المتوالية) 


كل دالة × N+‏ :×» ساحتها مجموعة الأعداد الطبيعية 24 وتأخذ قيمها في مجموعة ما ×؛تدعی متوالية في ¢ 
- أن × هنا ترمز الى دالة ! ) . وقد جرت الاو على الرمز لخيال المدد الطبيعي ه وفق الدالة ×ءأي ل (ه)»»بالرمز 

. أما امتوالية نفسها فسنشير ها بالرمز ١٠١٠«×ء..٠«×ء:× ٠‏ (أي بكتابة بضعة عناصر من مداها) » أو بالرمز 
{x,},neN‏ 4او اهارا (.*) . هذا وجب المييز بين الصيغة ١٤6۸‏ ,(,ءx×)»‏ التي تدل على المتوالية » أي 
على الدالة 

Ka {OOO ERD} 
أي المجموعة‎ ٠ التي تدل على مدى المتوالية‎ ٠ )×« : وبين المحموعة (80ع2‎ 
Rês barrens) 

تدعى عناصر المدى .. .,مك,. . ×× حدود أو عناصرا متوالية . ٠‏ ويسمى الحد × الحد ذا الدليل ۸ اولك النوني . 
وإذاكانت حدود المتوالية أعدادا حقيقية قلنا.ان المتوالية حقيقية . 


نقول عن متوالية 2614 ,| «×] ,انها منتهية إذاكان مداها (۸6۸: ) منتبياً . أي إذاكان مؤلفاً من عناصر 
مختلفة عددها ” . حيث " عدد طبيعي ما . أما إذا لم يتحقق ذلك ء قلنا انها غير منتهية . فثلاً > إن المتوالية 
٤ {1 },neN‏ آي ...+1 ١‏ غير منبية ‏ في حين أن المتوالية لاع م, ("(1-) أي ...,1- ,ليلد 


4 _ تعريف ( المتوالية احرئية ) 


لتكن (.*) = × متوالية ما في × ولتكن ا متوالية في × : أي أن دالة ساحتها 4( ومداها مجموعة جزئية 
من 20 . سنفترض أن الدالة ا متزايدة تماماً في )١١۳۹۹۹١( ١‏ . إن مركبة الدالتين مد هي دالة ساحتها ۸ ومداها 
بحموعة جزئية من × . وبالتالي . فإن 1< متوالية في × . تسمى هذه المتوالية متوالية جزئية من المتوالية ‏ م) . 
ولا كانت »,× متواليتين . فإننا سترمز لحديه) النوئيين (0)ك , (5)* كما سبق واصطلحناءب ما و »× على الترتيب . 
وهذا . فإن الحد النوني لمتواليتنا الحزئية 1ه هو 
x(k(n)) = Xe = Xe,‏ = (وللكاه») 
وبالتالي » فن الممكن الرمزلمتواليتنا الحزئية ب ٠,۸6۸‏ ,)أو اختصاراً ١‏ ,:) . 


فثلا . إذا كانت × هي المتوالية ٠ {}L},neN‏ وج هي المنوالية ‏ 628« ,("12 ٠‏ فإن المتوالية الحزئية 
„nN‏ ,؛*) من المتوالية يرجم ,[ ,»4 هي العملا أي المتوالية كه لان 


بسانم 


x(k) = »20( = 3‏ = ,ب 


۳۹ المدخل الى التحليل الرياضي 
تمارين 


ا مجموعات 


)١-1( 
: محموعات ثلاث من مجموعة كلية × . أثبت صحة ما بلي‎ 4,8,٥ لتكن‎ 
A-(A-B = ANB (Î) 
۸۸ 8 = © (ب) الشرط اللازم والكاني كي يكون ۸ - ۸-8 هو أن يكون‎ 
. A-(BU ن‎ = (A-B)^ (A-O) )ج(‎ 
. A-(BN O) = (A-B)U (A- ©) ( )د‎ 
.(AU B)-C = (A-O)u )8-© (a) 
التي تنص على أن‎ ٠ )1,14( (و ) تحقق من صحة النتيجة الثالثة من‎ 

A-B = مه‎ (X-B) 

ثم بين أن الشرط اللازم والكافي كي يكون 8 4 » هو أن يتحقق واحد من الشروط الثلاثة التالية : 
X-BGC X-A An (X-B) = 6 (X-A)u B= X‏ 


(5-) 
نعرف الفرق التناظري 8 ۸4 مجموعتين 4,8 في محموعة كلية × على النحو التالي : 
. (8 م )- 8 AAB = (AU‏ 
اثبت ما بلي : 
(أ ) 84۸ = ۸48 (أي أن العملية 4 تبديلية) . 
(ب) © ۸4)84 - € 8(4 ۸4) (أي أن ۵ تجميعية ) . 
(ارشاد للحل : أثبت أولاً أن A4B = [A^ (X-B)]u [8^ (X-A)]‏ 
وذلك استنادا إلى (8 -36) 4۸ = 4-8 وإلى دستور دي مورغان . استنتج بعد ذلك أن 
[(X- A)n Bn (X-OQOJ] u (An Bn Ou‏ ب AC = [An (X-B)n (X-O)J]‏ ر8 (AA‏ 
u [(X-A)n (X- B) n CJ]‏ 
بادل في هذه المساواة بين 4,© ؛ فتجد أن ©48(4)- ۸ 8(4 )C4‏ 
طبق بعد ذلك الخاصة التبديلية مرتين في الطرف الأبسر فتجد 
((CAB)AA = AA(CAB) = AA(BAC)‏ 
(ج) أياكانت 4 . فإن 4 - 449 . (أي انك عنصر عايد ل 4 ) 
د )© (An B4(A^‏ = 840) م ةء (أي أن عملية التقاطع © توزيعية بالنسبة ل 4 ). 
(ه) بين انه يوجد دوما للمعادلة 8 = 4۸4۲۷ حل. 


المجموعات والعلاقات والدوال وفيا 


دم 
هل يوجد للمعادلة 8 = ۲ نا۸ حل دوما » وذلك بفرض 8ب4 محموصين مفروضتين ؟ أعد السؤال من أجل 
المعادلة 8 لا ملم 


7ع 
٠‏ لتكن لدينا الهاعة 8 ©( ملهم) من الحموعات الحزئية من ۸ (لالمجموعة الأعداد الطبيعية و ۴ بجموعة 
الاعداد الحقيقية ) حيث 

nly +>}‏ > ا رانو ديم 


التعن ااا حم : 


ركحهة) 
لتكن لدينا الجاعة 5680( م من المجموعات الحزئية من ۴ حيث 
{xeR:0< x< L}‏ ديم 
بين صحة ما بلي : 1 
)١(‏ ر4 = ب۸ نارة 
(ب) ميث = وية ۸ر۸ 
(ج) بره = به ۸۸ حيث M‏ أكبر العددين )رد 
(د) عه = ,۸ ا4 حيث « أصغر العددين 5,۲ . 
(ه) إذاكانت 8 مجموعة جزئية من 2 فإن م = نح لا حيث 0 هو أصغر عدد طبيعي في 8 . 
( © د يفمة. 


لمحف 
إذاكان ×4 و 86¥ فأثبت أن [(ه-2)»<؟ ]ن ]¥ (Xxx Y-(Ax B) = [(X-4)x‏ 


V1 

: و۲ 6 فالمطلوب اثبات‎ CCX, ولاء8‎ ASX اکا‎ 2 
(Ax B) n (Cx D) = (An CO x(Bn 2 03 
(Ax B)u (Cx DJ€(AU C)x(BuU D) (ب)‎ 
. أورد مثالا تبين فيه عدم تساوي طرفي العلاقة (ب)‎ 


۴۸ المدخيل الى التحليل الرياضي 


كم 
لتكن (3,6,7,10) = 8 إ1,2,3,4,5( = A‏ 
ولتكن ۲ علاقة من 4 إلى 8 ؛ (أي في × 4 ) خاصتها انحددة " × من ال بقسم ا من 8! 
ر ) عين العلاقة ۲ جدولياً » أي اكتب مجموعة الأزواج المرتبة » التي تتتمي إلى E‏ 
رب) حدد ساحة ومدى العلاقة ٣‏ . 


(4-۱) 
تعرف العلاقة العكسية لعلاقة ٣‏ على أنها العلاقة 
er}‏ (ابة): (هرة) ! = r¬‏ 
(أ ) عين العلاقة العكسية للعلاقة (36 = درو + مه : نهاك (ز,») ) - ع 
(ب) عين ساحة ومدى کل من ۲ و5 


ليام 
لتكن ٣‏ علاقة بين الأعداد الطبيعية 20 خاصتها المحددة 10=ر+×2 
ر ) عين مجموعة الأزواج اج المرتبة » التي تنتمي الى ؟ »ء ثم عين ساحة ومدى ٣‏ . 
(ب) تحقق من أن العلاقة العكسية 5 4 عرفناها في المرين ١‏ 4) هي 
(8,1(,)6,2,)4,3(,)24) 1 = 


)(١-1( 
برهن أنه اذاكانت ۲ علاقة تكافوعلى 4 فإن ۲ = 5 . بين أن1-ه »اهليست علاقة تكافؤ.‎ 


الكيية 
لتكن '' و ۲ علاقتين على يحموعة 4 . أثبت صحة الدعويين التاليتين : 
ر ) إذا كانت كل من ۲,٣‏ مار فإن ۲۲ ن ۲ علاقة متناظرة . 
(ب) إذاكانت ۲ منعكسة و٣‏ أي علاقة » فإن ٣٣ا٣‏ منعكسة . 


—¥( 
لقد أورد أحد الطلبة «برهانا؛ على أنه إذاكانت ١‏ علاقة متناظرة ومتعدية فإنها منعكسة على النحو التالي : ١‏ با أن ۲ 
متناظرة » فإن (aber‏ تقتضي أن يكون "» (ه,ط) . ولاكانت ؟ متعدية » فإنه ينتج عن © 8,9) و 
(b,a) er‏ معاً أن ۲ (8,3) » وبالتالي فإن ١‏ منعكسة» .ما هو النقد الذي يمكن أن توجهه لهذا البرهان ؟ 


المجموعات والعلاقات والدوال ۳۹ 


)١4-1١( 
بين‎ .۲١ )8× 8( لتكن ۲ علاقة على محموعة 4 » ولتكن 864 . نعرف مقصور ۲ على 8 على أنه العلاقة‎ 
. 8 أن مقصور علاقة تكافوء هو علاقة تكافوعل‎ 


كول 
لتكن ۲ علاقة على بجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ١١‏ (أي علاقة في ۸ ) » مؤلفة من جميع الأزواج المرتبة 
( × )ء بحيث يكون +× عدداً فردياً . 
ر ) بين أن ٠ ٣‏ ليست دالة . 
(ب) تحقق من أن ۲ ليست علاقة تكافر. 
(ج) أثبت أن ۲ ليست علاقة ترتيب جزني على ۸ . 


)5-1١( 
: لتكن © علاقة على .4 تحقق الشرطين التالبين‎ 
(أ ) أياكان لا من مدى © فإن €۲ (لا,ز)‎ 
(اءة) و €۲ (,:) فإن €۲ 0,ة)‎ €٢ (ب) إذاكان‎ 
. علاقة متناظرة‎ ٣ أثبت أن‎ 


(۱-—۷) 
أثبت أنه بمكن اجراء 15 تجزئة مختلفة للمجموعة (1,2,3,4) = ۸ 


(1-ث6م) 
تكن ۲ علاقة عة الأعداد الصحيحة الموجبة 10 خاصتها المحددة ۷|×« أي × يقسم ۷ .٠‏ بين أن ٣‏ 
علاقة ترتيب جزني دون أن تكون علاقة ترتيب كلي . 


)4-1١( 
لتكن 2620 ,( ل ) جاعة من المجموعات الحزئية من ۴۰ » حيث‎ 
A, = ) (زى‎ ER?:n- 1> x? + y?< n} 


(أ ) بين أنه إذاكان "1# فن 2= سه ۸.۸. 
(ب) أوجد ب4 لا, 


(ج) تحقق من أن 4«(,۸6۸] » تشكل تجزئة للمسنتوى 8٠‏ . ما هي علاقة التكافؤ الناتجة عن هذه التجزئة ؟ 


4 المدخل الى التحليل الرياضي 


الدوال 


)—-١( 
في کل من العلاقات التالية على »حدد ساحة ومدى كل منها  وقرر ما إذا كانت كل منها دالة أم لا . وني حالة‎ 
. كون العلاقة دالة » بين ما إذا كان هذه الد الة دالة عكسية‎ 


اأ +X‏ يا 
( 


r ={(xY:y =‏ 
(ب) }|1 r = {(xyY):y = |x*—‏ 
(ج) ١‏ هي مجموعة الأزواج المرتبة (لا,*) حيث eî‏ = ر عندما <x<1‏ 1 وكيك = لاعندمالح .0<x<‏ 


(د) ( کے = :]= ۲ 


2-2 : 
(ھ) } تح = :)0( = ۲ 


۲ =]: |x| >y} (ى)‎ 


ASD 
: لتكن («×ء... × = × و × عه . نعف الدالة الميرة له على أنها دالة »× محددة بالدستور‎ 
1 )×6A۸ عندما‎ ( 
= ١ 0 )»#۸ عندما‎ ( 
.10,1( (أ) بين أن م* هي حقاً دالة وان مداها محتوى في‎ 
. × تعين مجموعة جزئية وحيدة من‎ ٠ 10,1( (ب) وبالعكس » بين أن اي دالة على × مداها محتوى في‎ 
. × (ج) أذ ما سبق لتعيين عدد الجموعات المزثية الموجودة في‎ 


لكيه 
لتكن ۷+¬×:۴ دالة ماء 
(أ ) أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي تكون ؟ دالة غامرة » هو أن يكون 8( (5)8)؟ أيا كانت الحموعة 
الحزثية 8 من ¥ . 
(ب) أثبت أن الشرط اللازم والكاني كي نكون ؟ دالة متباينة هوأن يكون 4 = ((5")18 » أياكانت 
المجموعة الحزثية 4 من × . 


النكتريف 
أنبت أن الشرط. اللازم والكافي كي تكون الدالة ¥ +×:۴ متباينة وغامرة » هوأن يكون (۲-۴)۸ = (ه-<)1 
أيا كانت المجموعة الحزئية 4 من × . 


المجموعات والعلاقات والدوال ٤١‏ 


)8-١( 
أثبت أن الشرط اللازم والكاني كي كنال نة 1026 مبان ع عو أن يكو‎ 
. × مش ء ایا کانت المجموعتان الحزئيتان ۸,8 من‎ 8( = ۴)A۸( ۸ 1)8( 


)—١( 
برهن أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۷ +×:۲ » التي ساحتها ©#× متباينة » هو أن توجد دالة‎ 
. بحيث يكون ×آ = مچ‎ » 8: ۲ +× 


)"5-1١( 
لتكن 2 لا:ع . ¥+ والتين.‎ 
. غامرة » فإن 8 غامرة كذلك‎ 8٠| (أ ) برهن أنه » إذاكانت الدالة‎ 
. متباينة » فإن ؟ متباينة كذلك‎ ٠۴ (ب) برهن أنه » إذاكانت الدالة‎ 


(۷—۱( 
ليكن ۷ +×:۴ دالة ما و 4 محموعة جزئية من × . برهن أن الشرط اللازم والكافي كي تكون 8 مقصور 
الدالة ؟ على ۸ ٠‏ هو أن يكون (¥ ×4) ۴۸ = ع. 


8 )58-١( 
متوالية جزئية من 2611 ,( ,× . بيِّن انه أياكان‎ x, لتكن لاع5 ,( ,1# متوالية ما » ولتكن العه,(‎ 


العدد الصحيح الموجب ص فإن .k, > n‏ 


الفصل الت 


3. ah O 


e e 


الأعداد الحقيقية 


Real Numbers 


nnn mS ema a م‎ 5 


تعرفنا في الفصل الأول عل المفاههيم الأولية لنظرية المحموعات » والتي کن أن توفر نا الأسس المنطقية لدراستنا 
لموضوع التحليل الرياضي . أما الاش المادية ٠‏ ؛ الي لا يمكن لصرح التحليل الرياضي أن يقوم بمنأى عنبا ٠.‏ فهي الأعداد 
الحقيقية . وعلى الرغم من ورود هذه الأعداد في بعض الأمثلة والقارين في الفصل السابق . إلا أن تمثلنا هذه الأعداد 
وخواصها ارنكز على أسس حدسية اكتسبناها من خلال دراستنا للرياضيات الابتدائية في المراحل السابقة . 


وجاع الرأي في أيامنا هذه . أنكثيراً من النظريات الأساسية في التحليل الرياضي » لا يمكن برهانها دون افتراض 

اي للأعداد a‏ يه كل LL‏ جنتسي. روما ستقغله في هذا الفصل EE‏ 

؛ (نسمي عناصرها أعدادا حقيقية ) مزودة بخواص معينة (تسمى عادة مسلات أو مصادرات Axioms‏ )»ومن ثم 

ذا باستسخلا” ص النتائج المترتبة على تمتع © ذه المسلات . وبعبارة أخرى › » فسنسلك في دراسة المجموعة ۴ الج 

الاستقرا ني أو طريقة المسمات [ductive or axiomatic E‏ »مبتعدین بذلك عن الاعيّاد على الحدسیات . وسنختار 
محموعة اللات » بحيث تصيح كثير من النتائج التي نتوقعها حدسيا حول الأعداد الحقيقية . 


وسنمهد لدراسة الأعداد الحقيقية بلمحة سريعة عن بعض البنى ال حبرية الأساسية . 


مقدمة جبرية 


Algebraic Introduction 


) تعريف ( العملية‎ ١ 


نعرف العملية الداخلية الثنائية . أو اختصارا العملية الداخلية على مجموعة 5 ٠‏ بأنها دالة ساحتها5 ×$ ومداها 
في 8 . 
4۳ 
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فإذا رمزنا ب ه للعملية الداخلية على 58 ء فإن خيال العنصر (¥ء×) من 8*5 وفق ه هو (9,*)ه. وقد 
جرت العادة على استعال الرمز بره بدلاً من (3.:)ه . يسمى العنصر بره× ناتج ه على ,× . هذا ء وإذا رمزنا للعملية 
الداخلية ب +ءفإننا نسمي العملية الداخلية عندئذ » عملية الجمع »كا أن الناتج و +× يسمى مجموع الحدين ل× . وإذا 
رمزنا للعملية الداخلية ب ٠‏ فإننا نسميها عملية الضرب كا نسمي الناتج .× ( الذي يرمز له ابضاً ب xy‏ ) حاصل ضرب أو 
جداء لارلا. 


وعلى سبيل المثال » فإذا كانت ۸ محموعة ما حموعة أجزائها *2 ٠‏ فإن العملية ٠‏ المعرفة على 24 × 24 


بالدست 

AB = AU 8 بالمستود‎ 

هي عملية داخلية على *2 . أما عملية الضرب العددي المعرفة على محموعة المنجهات . فليست عملية داخلية لأن 
حاصل ضرب متجهين هو عدد وليس متجها . 


نقول عن عملية ٠‏ على محموعة 8 إا تجميعية ( أو قابلة للدمج ) » إذاكان (xoy)oz = xo(yed‏ 
أيا كان ر۷× من 5 . فقد وجدنا مثلا في (۱,۳۹۹) » أو عطلة رکب الدوال × +× : #عملية تجميعية . أما عملية 
الضرب المتجه المعرفة على مجموعة المتجهات الطليقة ٠‏ فليست مجميعية . 


نقول عن عملية ه على بحموعة 5 إنها تبديلية (أوآبلية) إذاكان “هلا = لزه » أياكان ×٤8‏ فقد وجدنا مثلاٌ 
(۱,۳۹۸) أن عملية تزكيب الدوال ليست تبديلية » كا أن عملية الضرب المتجه المعرفة على مجموعة المتجهات الطليقة » 
لمك تدرا انها . أما عمليتا اجقاع وتقاطع امحموعات فتبديليتان . لتكن 5 عموعة مزودة بعمليتين داخليتين ٠‏ 
نقول عن العملية ٠‏ إها توزيعية من اليسار بالنسبة للعملية + إذا توافر الشرط 

xo(y*2 = (xo) «(xo 2 

ايا كان ,لا من ك . ونقول عن ٠‏ إنها توزيعية من الهين بالنسبة ل ٠‏ إذاكان 
(y*20X = (y°X) «(Z0 X) 1‏ 
ايا كان ¥2 من 5. 
أما إذا كانت ٠‏ توزيعية من البسارومن العين بالنسبة للعملية * . قلنا اختصارا إن ٠‏ توزيعية بالتسبة ٠٠‏ 

فقد وجدنا مثلاً أن كلا من عمليتي اجتاع وتقاطع المجموعات توزيعية ة بالنسبة للأخرى . أما عملية الاجيّاع فيمكن 
التحقق بسهولة من أنها غير توزيعية بالنسبة لعملية طرح محموعة من أخرى . 


لتكن 5 مجموعة مزودة بالعملية الداخلية ٠‏ . فإذا وجد عنصر عه في 58 ء بحيث يكون ×=#ه×=»مم ء 
ایا کان × من 8: فإننا سمي عنصرا محايدا بالنسبة ل ٠‏ . 
وإذا کان × عنصرا من 5,ووجد عنصر × من 5 نحيث €= xox = xox‏ ا فإننا نسمي "× نظير × بالنسبة للعمليةه 
هذا ء واذا أسمينا العملية الداخلية عملية جمع ( وعندها نرمز للعملية ب + )»ءفإننا نرمز للعنصر الحايد ( بالنسبة 
لعملية الجمع + ) ب 0 ( ونسميه صفرا )»ونرمز عندئذ لنظير × ( بالنسبة لعملية الجمع ) كا 
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أما إذا أسمينا العملية الداخلية عملية ضرب ( وعندها نرمز للعملية ب ٠‏ ), فإننا نرمز للعنصر الحايد ( بالنسبة لعملية 
الضرب ») ب 1 ونسميه واحداً » ونرمز عندئذ لنظير × (بالنسبة لعملية الضرب) ب “× أو ل . 
فثلا » تشكل المجموعة الخالية © عنصرا محايدا بالنسبة لعملية اجيّاع الحموعات نكا أن نظير © بالنسبة للعملية لا هو 
© . هذا » ولا بوجد لأي مجموعة غير خالية نظير بالنسبة لعملية الاجتاع لا . 
لتكن 5 محموعة مزودة بعملية داخلية أو أكثر بحيث تحقق هذه العمليات مسلات معينة . عندئذ تسمى 58 بنية جبرية . 
وسنقتصر فيا بلي على تعريف ثلاث بنى جبرية رئيسية هي الزمرة والحلقة والحقل . 


۲ - تعريف ( الزمرة ) 


لتكن 6 محموعة وه عملية داخلية على 6 . نقول عن الثنائية (ه,6) إنها زمرة إذاكانت العملية ه نجميعية ٠‏ 
ووجد ال عضر غابد 6 > ووجد لكل عر من 6هر باح ل ه راذا كانت اة لان 
ذلك تبديلية أيضاًءقلنا إن الزمرة تبديلية أو آبلية . 


وإذاكانت ( .,© ) زمرة قلنا إن © زمرة بالنسبة ل ه ٠‏ أو إختصاراءإن © زمرةءإذا لم يكن ثمة محال للالتباس . 


فثلاً » تشكل محموعة الدوال المتباينة والغامرة لمجموعة × على × نفسها زمرة بالنسبة لعملية تركيب الدوال ( راجع 
(۱,۳۹۸) و(4ةة",١)‏ . لكن هذه الزمرة ليست تبديلية . 


۴۳ - تعريف ( الحلقة ) 
الحلقة هي ثلاثية ( ۴,۰,۰ ) » حيث 8 مجموعة و«ره” عمليتان داخليتان حيث تكون ),٥(‏ زمرة تبديلية » 
وبحيث تكون العملية الثانية » تجميعية وتوزيعية بالنسبة للعملية الأول . 


وإذاكانت ( ۴,٠,۰‏ ) حلقة قلنا وإن 5 حلقة بالنسبة ل ه و ه ٠٠‏ أو اختصاراً » إن ۴ حلقة , إذا لم يكن عة 
محال للالتياس . 


نلاحظ أننا لم نشترط في العملية ٠‏ أن تكون تبديلية » كا لم نشترط وجود عنصر محايد بالنسبة لهذه العملية . فإذا 
كانت العملية ٠‏ تبديلية أسمينا الحلقة تبديلية » وإذا وجد عنصر محايد بالنسبة هذه العملية ه أسمينا الحلقة واحدية . 
4 - تعريف (الحقل) 

لتكن ‏ محموعة . ولترود ۴ بعمليتين داخليتين سترمز لها ب + و . > ونسميهم| عمليتي جمع وضرب على 
الترتيب . نقول عن الثلاثية (., + ,۴) ٠‏ إنها حقل (بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب ) إذا كانت هذه الثلاثية حلقة تبديلية, 
وكانت المجموعة (0)-۴ = *۴ (حيث 0 هو العنصر المحايد بالنسبة لعملية الجمع ) زمرة بالنسبة لعملية الضرب . 


هذا . وإذاكان (.,+,8) حقلاً قلنا «إن ۴ حقل بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب» او اختصاراً إن ۴ حقل» . 
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يترتب على هذا التعريف > وعلى تعزيف الزمرةءأن الشرط اللازم والكاني كي يكون (., + ,۴) حقلا هو أن تتحقق 
الشروط الثلاثة التالية 1 

(أ ) أن تكون (+,۴) زمرة تبديلية ‏ 

(ب) أن تكون (.,(0)-5) زمرة تبديلية . 

(ج) أن تكون عملية الضرب توزيعية بالنسبة لعملية الجمع . 


5 تعريف (الحقل المرتب ) 
نقول عن الرباعية (۰۶,+۴) .نما حقل مرتب إذا تحققت الشروط التالية : 
(أ ) أن یکوت ا( ,+۴ ) قلا . 
(ب) أن تکون > علاقة ترتيب کلي على ۴ . 
(ج) اذا کان x>y‏ فإن x+2<¥+2Z‏ أا کان فق 8 


(د ) إذاكان ×>Y‏ فإن 2>12* اياكان 2 الذي يحقق الشرط 0 <2. 


7 تعاريف 


نقول عن عنصر ما نا من حقل مرتب ۴ إنه عنصر حاد من الأعلى مجموعة جزئية من ۴ . إذاكان × دن 
أياكان × من 4 . وإذا وجد مثل هذا العنصر . قلنا إن 4 محدودة من الأعلى . اما إذا لم يوجد . قلنا إن غير محدودة 
من الاعلى . كذلك . يقال عن دا إنه عنصر حاد من الأدنى ل ۰4۸إذا کان × >نا أياكان × من ۸ . واذا وجد مثل 
هذا العنصر قلنا إن 4 محدودة من الادنى . اما إذا لم يوجد قلنا إن ۸ غير محدودة من الأدنى . واذاكانت ۴ محدودة من 
الأعلى ومن الأدنى»قلنا اختصارا إنها محدودة . نقول عن عنصر ٣ا‏ من حقل مرتب ۴ إنه حد أعلى لمجموعة جزئية ۸ من 
۴ءونکتب ۸ هبتكا أو ۸ .ط.ن.)دج ٠‏ إذا تحقق الشرطان التاليان : 


(۱) أن يكون 15 عنصراً حادا من الأعلى ل ۸ . 


(۲) إذاكان نا عنصراً حادا من الاعلى ل 4 ءفإن نا > ت 


ونترك للقارىء تعريف اليد الأدنى للمجموعة ۸ الذى تزمز له ب ۸ كهذأو ۸ .طاع . 
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۲ - المسلات الحبرية للأعداد الحقيقية 
Algebraic Axioms of Real Numbers‏ 


1 - تعريف 


الأعداد الحقيقية هي محموعة ۴۸ مزودة بعمليتين داخليتين +وه نسميهما عمليتي جمع وضرب ءوبعلاقة ترتیب كلي 
نرمز لها ب > » بحيث تكون الرباعية (>,., +,۸) حقلاً مرتباً تاما . 


سنبتدىء بسرد خواص 8# الناتجة عن القسم الأول من تعريف 8 . أي من كون © حقلاً مرتبا . وبعبارة 
أخرى » سنبتدىء بدراسة البنية الحبرية ل ۴ . وسنرجىء تعريف « تام ٠‏ الحقل © والنتائج المترتبة عليه إلى حين الانتباء 
من دراسة هذه الخواص الحيرية . 


وهكذا | » فإن ۴ حقل مرتب بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب . إن هذا يعني استنادا إلى (15.؟) و(1018) 
و(۲۹۳ ١,‏ أنه يحب ان تتحقق المسلات التالية : 


1. أن تكون © زمرة تبديلية بالنسبة لعملية الجمع ۲,٠١(‏ )»أي أن ينم ما بلي : 


(۱) أياكان ,× من 8 , فإن ×+ ل=ل+×. 

»( أيا كان جنر من © ء فإن (2 + 0 + »دج + .)+y(‏ 

(۳) هنالك عنصر 0 من © . میٹ ×=×+0=0+× ایا کان × من © . 

.×+)-x×x(=)-×(+×=0 يقابل کل عنصر × من ۴ عنصر × من ۴ ؛ بحيث يكون‎ )٤( 


1 أن تكن ٠8-0‏ إزمرة تبديلية بالنسبة لعملية الضرب > أي أن ب يتم التالي : 


(ه) أياكان لا»ا من ۸ (م) فإن بورد ر×. 

(5) أياكان ۷2× من © » فان 2/)»:-9(2). 

(۷) هنالك عنصر 1 من ۴ ۰ ( 14+0).؛ بحيث يكون ×=×1=ا×x‏ أباكان × من ©. 

(۸) يقاب لكل عنصر غير صفري × من ۴ عنصر “× (يرمز له أحياناً ب 1 ويسمى مقلوب × ). بحيث 


يكون 1 = ×1× د اجر 
1. أن تكون عملية الضرب توزيعية بالنسبة لعملية الجمع » وهذا بعني ما بلي : 
(4) أباكان X2‏ من 8R‏ ء فإن2 »+ +2(=Xy‏ ×. 


)٠(‏ كان من الواجب افتراض 2,لا,× في الخواص  )0(‏ (/) . عناصر غير صفرية لأننا في نطاق المجموعة ([ 0 ) -8-الا ان شمول هذه الخواص للمجموعة 
۸ بأكملها أمر مشروع لأنه بمكن التحقق بأن 0 = × 0= 0 × أباكان × من )۲,۲۲(٢۴‏ . 
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۷ أن تكون > علاقة ترتيب كلي على 82 ء وبالتالي (۱,۲۹۳) : 
)٠١(‏ أياكان من العنصران ,»د من © »فلا بد أن تتحقق واحدة فقط مما بلي : x=y‏ أو x>y‏ اور>×. 
201 إذاكان لا >« وج >كك فإن 2 >×. 
کا جني عل غلا الريب الكل 2ه أن بي السلمين انر 
(۱۲) إذاكان ر >× . فإن 2 y+‏ >2+× ایا کان 2 من . 
(۱۳) إذاكان لإ>× ٠‏ فإن 2ا>2« أياكان 2 الذي يحقق الشرط 2<0, 


نسمي كلا من > و > متراجحة . وعندما يكون لإ > × ء فإننا نقول «إن × أصغر أو يساوي ر » أو«إن لا 
أكبر أويساوي × ٠‏ . وعندما يكون (>* ۰ فإننا تقول «إن × أصغرمن و ١‏ أوهإن و أكبرمن × «٠‏ وما نريد قوله 
الآن هو أن جميع الخواص الحبرية وخواص الترتيب ٠‏ التي تعرفنا عليها عند دراستنا للحساب والحبر الابتداني والتي قبلناها 
بصورة حدسية,تنتج عن هذا العدد الضئيل من المسلات . وسنستتتج فعلا بعضا من هذه الخواص : بغرض إطلاع القارىء 
على الكيفية التي تستغل بها هذه السات للتوصل إلى الخواص الحبرية المألوفة للأعداد . 


- نظريات 


× أيا كان العدد الحقيتي × . فإن ×=(×-)- .كا أنه أياكان العدد الحقيتي غير الصفري‎ )١( 
.)×(“ = × فان‎ 


البرهان 
تبين المسلمة )٤(‏ أنه ايا كان × من © . فإن نظير× -بالسبة للجمع هو × . ولاكان نظير أي عدد حقيقي ر 


بالنسبة للجمع هو ب . كا سبق وإصطلحنا . فإن «-(-)- , 
ونجد بصورة ماثلة . أنه إذاكان #0« . فإن × - “(»). ص 


(؟) إذا رمزنا ب إ-» للمجموع (-)+» . وأسميناه حاصل طرح ر من × . فإن ×= لر=(ر-»)-. 


البرهان 

(تعريفاً) [«- )جع ]+ [و- ) جبر] = ووسي) + ور 
(المسلمة (۲)) ([«-)+×]+ «-)]) جرد 

(الملمة (5)) («-)+ لجس )]) بود 

(المسلمة (£)) («-)+0) جود 

(المسلمة (۳)) (ر- y+)‏ = 

0 ))٤( (المسلمة‎ 


إذن . فإن × هو نظير و-× بالنسبة للجمع »أي أن يرك (-»)-. م 
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(۳) أباكان #رر,رد من ۸ فإن xz‏ نودت (2- xı‏ 


البرهان 
(المسلمة (9)) (2+ (2-) جنا)ء xy-2)+xz=x( (y-2)+2)=‏ 
(المسلات (۲) و(”) و(٤)) x )y+)-2+2( (=X) + 0( > xy‏ = 


وبإضافة العنصر تيد إلى طرفي المساواة الناتجة » نجد المطلوب . » 


بيترتب على الدستور -×z‏ لإ»> (2- )× النتائج التالية . أيا كان Xz‏ من R‏ : 
9) إذا وضعنا دير . نجد 0-0». 
19) إذا وضعنا! -2 و 0-:إنجد ×- =(1-)× وهذا يعني أن نظير أي عدد حقيقٍ بالنسبة للجمع 
يساوي حاصل ضرب هذا العدد بنظير العدد 1 بالنسبة للجمع . 
(انة) إذا وضعنا 0-لز . نجد ‏ د =(2-)× 


(1) إذا وضعنا ×- موضع × و0-ئز. نجد 
[-*«- )ا - =2 -)- = 9-)و-) 


× = 2×-)- = ([2×)- ]اد = 


)٤(‏ اذا کان ل,× عددين حميقيين . نحيث لا >كا و ×> فإن =× . إن هذا ناتج عن کون > تعي 
> أوات وق المسلمة ”ةا 


زه( إذا کان y>‏ ول>× فإذج >×. واذا کان > ر و لر>×) فإن 2>×. 
الرهان 


إذاكان 2 >لا , > فإن 2 >× وفق المسلمة )١١(‏ . أما إذاكان 2 = لاءلا >×. فإن هذا يعني مباشرة 
أن > × . ويم إثبات ما تبقى من النظرية بصورة ممائلة . م 


(5) الشرط اللازم الكاني كي يكون ۷ >× هو أن يكون 2+لا >2 +× أياكان 2 من © . 
الرهان 
إذا كان ل( >* فإن 2 +لا >2 +× استناداً الى المسلمة )١7(‏ . وبالعكس لنفترض أن 2 +لا >2 +»«»حيث 2 


عنصر ما من © . عندئذ ينتج عن المسلمة (17 ) نفسها أن 2 - )+ 2 +ل) > 2 < ) + 2 +×)وإذا طبقنا اللات (۲) 
و(؟) و(۳) نجد لر>× . ه 


6 المدخل الى التحليل الرياضي 


ونترك للقارىء التحقق من أن الشرط اللازم والكاني كي يكون لا>× هو 2 +لا >2 +* أياكان 2 من ۴ . 


تقول عن عدد حقيقي × إنه موجب إذا كان 0< رأي 06 )»سالب إذا كان 0 >»'. ونقول عن عددين 
حقيقيين إمهما من إشارة واحدة إذا كانا موجبين معاًءأوكانا سالبين معا . أما إذاكان أحدهما موجبا والآخر سالبا » فإننا نقول 


لقنا من إشارتين مختلفتين . 
00 الشرط اللازم والكاني كي يكونٍ وجات خی أن يكين كح سالا . والشرط اللازم والكافي كي يكون × , 
سالباً > هوآن يكون *- موجياً . 


البرهان 

تبين النظرية (5) أن الشرط اللازم والكافي كي يكون 0<× » هو أن يكون 0-)+0<0-)+» 
أي ×- <0 ء. ونجد بصورة ممائلة ما تبقى من النظرية . م 

(۸) إن مجموع عددين حقيقيين موجبين عدد موجب ٠‏ ومجموع عددين حقيقيين سالبين عدد سالب . 

البرهان 


إذاكان لا >0 × >0»فإنه يترتب على »> ووالمسلمة (1١)أن‏ ل +× >لا +0 أو +× >لا.لكن (ا 04 . إذن نجد 
زفق للسلمة ر١٠‏ أن 0<x+y‏ . ونجد بصورة مماثلة أن محموع عددين سالبين عدد سالب . « 


(ة) إن حاصل ضرب عددين من إشارة واحدة عدد موجب . وحاصل ضرب عددين من إشارتين محتلفتين 
عدد سال . 


البرهان 

لنفترض ل >0, × >0. إذن ينتج مباشرة عن المسلمة (15) أن «× >وه . لكن رأينا أن 0 = ره » إذن 
0<xXY‏ « أي أن ۷× موجب . أما إذاكان 0 >لا,0 >× فإن النظرية (۷) ندل على أن _ >0 و ×- >0» وبالتالي 
ند ما سب قأنالا- )0 - ) >0 لکن وجدنا أن y×=(و)(×-)‏ › إذن ب >0. 

ونجد بصورة ماثلة أن حاصل ضرب عددين من إشارتين مختلفتين عدد سالب . م 


)٠١(‏ نستنتج من (4) أن 0 <1 » ذلك أن 1=1.1 ٠‏ نستنتج كذلك أنه إذاكان × أي عدد غير صفري فإن 
-*,*, من إشارة واحدة » ذلك أنه لوكانا من إشارتين مختلفتين لكان “×× . أي 1 ء سالبا. « 


الأعداد الحقيقية اه 


سنبين الآن أن عكس )٩(‏ صحيح . 

)1١(‏ إذاكان حاصل ضرب عددين حقيقيين عدداً موجباً فإن العددين من إشارة واحدة ‏ وإذا كان حاصل 
ضرا سالبا كانا من إشارتين محتلفتين . 

البرهان 

لنفترض 0<« . فإذا كان 0< فإن 0< كا رأينا. وبالتالي » فإننا نجد وفق المسلمة (18) أن 


0< (9*)-* . ويمكن التحقق بسهولة من أن هذا ليس الا 0 <« . أما إذاكان 0 >× » فإن 0 >« كا رأينا . إذن نجد 
استناداً الى (4) أن0 > (ر»)-×ءأي0 > . 


ونجد بصورة ممائلة أنه إذاكان 0 >9« فإن لا,»* من إشارتين مختلفتين . « 
سنورد الآن واحداً من أهم التعاريف التي تشكل أداة فعالة في كثير من بحوث علم التحليل الرياضي . 
۴ -تریف 
نعرّف القيمة المطلقة لعدد حقيق × على أنه عدد حقيتيءنرمز له ب|*اء محدد بالدساتير التالية : 
( عندما 0 <× ) x‏ 


( عندما 0 = ×) 0 = |x|‏ 
(عندما 0>:) اب 


٤‏ - نظرية 
إذاكان ,× :أي عددين حقيقيين » فإن 
)0 الا »دا = |xyl‏ 
(ii)‏ لاا + |x+ yl < |x|‏ 
الرهان 
سنورد البرهان على ( زز ) ٠‏ التي تسمى أحياناً « متراجحة اثلث » . لدينا استناداً إلى التعريف |×|>×- و 
|*|»*« . كذلك إرإ>ر- و إرا>ر . نتسج من هذا أن || + |×| > (ا+»)- و 


|| + || > +× (لماذا؟). وإذا لاحظنا أن |« +×| تساوي +× أو (ر+»)- فإننا نيجد المطلوب . » 
6 ملاحظة : 


انسمى أحياناً حاصل الضرب رودا أي × » حاصل قسمة × على ر ون تفرد روشک 
فيمكن أن نقول عن “× إنه حاصل قسمة 1 على × أو مقلوب × . وتبين المسلمة (۸) وجود مقلوب للعدد × 
شريطة أن يكون x#0‏ :تارايس أنه جرس ات لے + للق أنه يبد كذ قرت وروا لا و لكان 
0y=1‏ أو 1= 0ءوهذا عخالف لما افترضناه في المسلمة (۸) من أن مغن . لذاء » فليس من معنى ل 00 أو ل . 


وبالتالي » فإن افتراضنا بأن “0 أو 1 يساوي » ليس بذي معنى في نطاق الحموعة © . 


o۲‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


۴۳ - الأعداد الطبيعية والصحيحة والعادية 


Natural, Whole and Rational Numbers 


سنمهد لتعريف الأعداد الطبيعية بتعريف ما يسمى بالمجموعة الاستقرائية . 
3١‏ - تعريف 

نقول عن محموعة جزئية ۸ من ۲۸ إنها استقرائية » إذا كان هع اونتج عن كون 364 أن 164 +3. 
۲ - نظرية 


. إن جاعة الحموعات الاستقرائية غير خالية‎ )١( 
. إن تقاطع كل المحموعات الاستقرائية » هو محموعة استقرائية‎ )1( 


الرهان 


(1) من الواضح أن ۴ مجموعة استقرائية » وبالتالي » فإن )١(‏ دعوى صحيحة . 

(۲) لتكن 4١٠,161‏ جاعة المحموعات الاستقرائية . سنبين أن له,١)- N‏ مجموعة استقرائية . ما كان ,هع 1 
أياكان 1 من 1 ء فإن 16۸ . لنفترض الآن أن 210 . عندئذ ,۸٤ھ‏ أياكان 1 من 1 . وبما أن 
به استقرائية . فإن 16۸ +8 أباكان 1 من 1 . أي لالع2+1.ه 


۳ - تعريين 

تمرف بحموعة الأداد الطيعية ١٠‏ (أو بممرعة الأعداد الصحيحة الوجبة )1١‏ بأنا تقاطع كل الخمرعات 
الاستقرائية . 

بترتب على هذا التعريف وعلى )۲١۳۲(‏ أن × مجموعة استقرائية . 
4 - نظرية (مبدأ الاستقراء الرياضي ) 


إذا كانت الحموعة الحزئية 84 من محموعة الأعداد الطبيعية N‏ استقرائية . فإن 20 = .M‏ 


الأعداد الحقيقية or‏ 


البرهان 


با أن 26 محموعة استقرائية » وأن × هي تقاطع كل امحموعات الاستقرائية › فإن 71224 . وبا أن MSN‏ 
فرضاء إذن -14.ه 


يترتب على مبدأ الاستقراء الرياضي نتيجة هامة استخدمناها في الماضي وقبلناها بصورة حدسية . 
٥‏ نتيجة 


لنفرض أنه يقابل كل عدد طبيعي ‏ دعوى (قضية) +2 . سنبين الآن أنه إذاكانت الدعوى ,۴ صحيحةءوكانت 


صحة +7 تقتضي صحة ٠‏ 5 » فإن جميع الدعاوى ,8 صحيحة . لتكن ۷ بحموعة الأعداد الطبيعية × التي تصح 
من أجل كل منها الدعوى المقابلة +8 » أي لتكن ( .M = ) E‏ من الواضح أن MEN‏ وأن 124 (لأن P,‏ 
صحيحة فرضا) . كذلك » نلاحظ»استنادا إلى أن ,.,8 <= ۴ء وأن 16 +× لأن N‏ استقرائية » أن 
1 +ع >= x>M‏ . وبالتالي » فإنه يتزتب على مبدأ الاستقراء الرياضي )۲,۳١(‏ أن ۸ = 34 » أي أن العناصر 
التي تكون الدعوى من أجلها صحبحة هي جميع يع عناصر × . وبعبارة أخرى » فإن ,8 صحيحة أيا كان العدد الطبيعي 
× . 


5 نظرية 
أياً كان × من N‏ فإن >1 . ونعبر عن هذا » بقولنا إن 1 هو أصغر الأعداد الطبيعية . 
البرهان 
لتأخذ المجموعة (» | :لاع*) = .M‏ من الواضح أولاً أن 16۷M‏ . لنفترض الآن أن 24 » أي ×>1. 


من الواضح أنه يتزتب على هذا أن 1+« >1+1 د )٠‏ من (۲,۲۲) ؛ إذن 1+1 >1. 
واستناداً إلى (ه) من (۲۲ ر د 1+1 ۽ ی يتح عا 1+1 . وبالتالي › فإن 1624 +» . واستناداً إلى مبداً 


الاستقراء الرياضي ٤‏ > نجد أن 34 = 84 ٠‏ أي أن يحموعة الأعداد الطبيعية *ء التي كل منها أكبر أو يساوي 1 . هي 
مجموعة الأعداد الطبيعية 23 بأكملها ۽ وهذ! يعني أن 1 وما أصغر الأعداد الطبيعية . ه 
#7 نتيجة 

أيأأكان العددان الطبيعيان ,× » فلا يمكن أن تتم المساواة عر بو+» . 


۸ نظرية 


إذاكان × عدداً طبيعياً بحيث 1 #* . كان 1-× عدداً طبيعياً كذلك . 


٤‏ الدخل الى التحليل الرياضي 


المرهان 


لنفترض جدلاً أن للع« و X#1‏ .و 180 -» . لتضع N-)×[‏ = 90 . تلاحظ أن 16۷4 لأن ×16 
و#1× . كذلكء نلاحظ انه إذا كان ٤6M‏ فإن لاعلا و ×#ر . إذن للع1 جلا (لأن N‏ استقرائية ) و 
دع جر (لأنه لوكان ×=1+ ر لكان لاع لا = 1-*) . وبالتالي » فإن 6 +لا . لذا فإن احموعة الحزئية 
1 من N‏ إستقرائية . واستنادا الى (4.؟) » فإن N = 84- N-)×(‏ » وهذا مستحيل . إن سبب وقوعنا في هذا 
التناقض هو افتراضنا أن 1#۸-× . لذا ء فلا بد أن يكون 19 1-» .م 


4 نظرية 


٤ 2‏ & 5 3 
ایا کان العددان الطبيعيان ,× . فإ نكلا من +× و بإ عدد طبيعي . (اي ان کلا من عمليتي الجمع 
والضرب عملية داخلية على N‏ ) . 


البرهان 


لنفترض ألا < أن .M = (zeN:2+y€N)‏ عندها نجد بسهولة أن × =« (وذلك لأن 20 ع84 ولأن 24 
استقرائية ) . وهذا يعني أن مجموع أي عدد طبيعي 2 مع العدد الطبيعي لا هو عدد طبيعي . إذن x+yeN‏ 


لنضع الآن (لا 0د : لاع 2) = 84. من السهل التحقق هنا أيضايأن ۸ = ١80‏ وهذا يعني أن حاصل ضرب 
اي عدد طبيعي بالعدد y‏ هو عدد طبيعي . إذن .xyeN‏ ه 


١‏ نظرية 
إذا كان لا,»ا عددين طبيعيين بحيث لا >* . فإن سير عدد طبيعي . 


الرهان 

لزمز ب 14 مجموعة الأعداد الطبيعية 2 .نحي ث أنه إذا كان لاإعدداً طبيعياً يحقق الشرط نا >2 فإن سن عدد 
طبيعي . وبعبارة أخرى . لتكن 34 المجموعة 

M ={zeN:ueN,z<u => [لاء2-ن‎ 

نلاحظ أن 1684 . ذلك أنه إذا کان نا عدداً طبيعياً نحي >1 (وبالتالي 1ا ) فإن ازع 1 u‏ استناداً إلى 
النظرية (۲,۳۸) . لنفزرض 2٤M‏ . إذن z6١‏ . وبالتالي ع1 +ج . كذلك . بما أن 224ءفإذا كان 
لاعن بحيث u‏ >2 فإن لاع 2-ه . وبا أن(2+1)-(1+1)-2-ناءفإننا نستنتج أنه إذاكان »1 +لا بحيث 
1+ >1 +2 + فإن €( +2)-( +ن). وبالتالي ء فإن 134 +2 . نستنتج من مبدأ الاستقراء الرياضي أن 
M =۸‏ . وهذا يعني أنه أبا كان العدد الطبيعي 2 الذي يحقق الشرط ى ٠2>‏ حيث ن عدد طبيعي ماءفإن 
لاع 2-نا » وهذا ما کنا نبغي . « 


الأعداد الحقيفية oo‏ 


۲ نظرية 
أي كان العدد الطبيعي × فلا وجود لعدد طبيعي لا محصور بين × و 1+× 


البرهان 

لنفترض مؤقتا أن ثمة عددين طبيعيين لإ, . محيث 1 +« >لا>* . عندئذ . يكون الل استناداً إلى 
(۲,۳۹۱) . وبالتالي . فإن 1<×-۷ وفق (5م,1), أي 1 +« <لا,الأمر الذي يناقض افتراضنا بأن 
1+< >لا . وبالتالي » فالنظرية صحيحة . ه 


۳ - نتيجة 

يتب على ما سبق أن أصغر عدد طبيعي هو 1»وأن 1+1 عدد طبيعي أكبر من 1 » ولا يوجد بين 1 و 
1 +1 اعداد طبيعية . نعبرعن هذا بقولنا ٠‏ إن العدد الطبيعي 1+1 يلي مباشرة العدد 1 . سترمز للعدد الطبيعي 1+1 
2 . وبإجراء مناقشة ممائلة نجد أن 2+1 عدد طبيعي بلي مباشرة العدد الطبيعي 2 » وسارمز ل 2+1 ب 3 وهام 
جا . وهكذا » فيمكتنا أن نکب 

RA 
. وذلك في حدود الرموز الي اصطلحناها‎ 
الترتيب الحيد».وسنمهد للدخول في هذا‎ ١ سنتتقل الآن إلى إثبات خاصة هامة للأعداد الطبيعية تسمى خاصة‎ 


اموضوع بتقديم التعريف التالي 


4 - تعريف ( العنصر الأصغر والعنصر الأكبر) 


لتكن ۸ مجموعة جزئية من ۴ . نقول عن العنصر 4 من 4 إنه العنصر الأصغر للمجموعة 4 . ونكتب 
> إذاكان. × >۵ أبأكان × من 4 . هذا » ولا يمكن أن يكون لمجموعة أكثر من عنصر أصغر واحد ء 
a>‏ (رلأن ۾ عنصر أصغر لم و €۸ ') › كا أن 


0 
. 228 


a= ملام‎ A 
عنصرين أصغرين ل هع فان‎ a,a’ أنه لو افترضنا‎ ١ لك‎ 
۾ > ۾ لسبب ماثل . وبالتالي فإننا نجد استناداً إلى (۳,۲۲( أن‎ 


هذا » ونترك للقارىء تعريف العنصر الأكبر للمجموعة 4 › الذي نرمز له ب 4 حهم . 


ومن الممكن التحقق بسهولة من أن الشرط اللازم والكاني كي يكون 4 «نص=ه هو أن يكون 4م26 
ه هذ - 2 . كذلك . فإن الشرط اللازم والكافي كي يكون A‏ ×= هوان يكرن 264 و ۸ pناو=ه.‏ 


51 الدخل الى التحليل الريايي 
6 نظرية ( الترتيب الحيد) 

لكل محموعة جزئية غير خالية به من 78 عنصر أصغر . 

البرهان 


لتكن 8 مجموعة الأعداد الطبيعية التي كل عنصر × مها يحقق الشرط > ٠‏ أيأكان بر من ه .لما 
كانت د » فإن 8 لا يمكن أن تساوي N‏ » لأنه إذاكان ۸٤ر‏ فإن 148 +لا . با أن 1 أصغر الأعداد 
الطبيعية (5,؟) , فإن 168 : وعندها يترتب على مبدأ الإستقراء الرياضي أن هنالك عدداً طبيعياً 2 بحيث 268 و 
ü . z+1¢B‏ هعع فتعني أن z2<y‏ أياً کان رمن z+1¢B bi A‏ هن اجات ی 
دعلا محيث 2+1 كلا . لكن2 > الا <= 2+1 > رلا »ذلك أنه لولم يكن 2 > لا لكان ,¥ >2 وفق ( ا 
(۲,۲۱) » ولوجدنا بالتالي عدداً طبيعياً ۷ محيث 2+1 كيلا >2 » وهذا غير ممكن استناداً الى 7 . 
2 را . فإذا أضفنا إلى هذا أن 21 (لأن €4 ,ا و 8ع2 ) › فإن 2= yı‏ يعديو فيد ا 
ينتمي إلى ۸ . ولاكنا قد وجدنا أن و >2 أيأكان و من 4 » فإن 2 هوالعنصر الأصغر ل ه . أي أنه هنم -: . » 


بعد أن عرفنا محموعة الأعداد الطبيعية وسردنا أهم خواصها . سننتقل إلى تعريف محموعات جزئية شهيرة أخرى من 


۹ - تعاريضف 


إذا رمزنا ب -N‏ للمجموعة ٠» {x€R: -x€N}‏ فإننا نعف بجموعة الأعداد الصحيحةالتي ترمز لها ر ب 2 »على 
أنها ا مجموعة NU{OJUN‏ = 2 . وبعبارة أخرى ٤‏ فإن 2 تتألف من كل الأعداد الحقيقية × » بحيث ×6١‏ أو 
0-* أولاء*-. أما محموعة الأعداد العادية . التي نرمز لها ب ©»فتعرف على أنها امحموعة 
((0)-2عئز,7 ع : -برور) - © . وبعبارة أخرى ٠‏ فإن .© تتألف من كل الأعداد الحقيقية » التي كل منها حاصل 
ضرب عدد صحيح تمقلوب عدد صحبح غير صفري . واستناداً إلى (7,78)ءيمكن القول بأن 8 هي جموعة الأعداد 
امحقيقية ‏ اليكل منها حاصل قسمة عدد تيح × على عدد صحبح غير صفري لا واا > فإن مجموعة الأعداد 
غير العادية » تعرف على أنها الحموعة R-Q‏ . 


الأعداد الحقيقية ov‏ 


5 - قابلية العد 


Countability 


إن عد عناصر بحموعة ما مسألة تدخل في صمم حياتنا اليومية . وبالطبع » فإن ما نعده عندئذ يدخل في نطاق 
الحموعات التي تنعت بأنها ‏ منتبية » » ونعني بها المجموعات المؤلفة من « قدر معين» من العناصر المختلفة » أي المجموعات الي 
تنتي عملية عد عناصرهاالمختلفة عند حد معين مآ المجموعات « غير المنتبية )»فن الواضح أن عملية عد عناصرها ليس لها 
حدود » بل إن بعض هذه المجموعات توصف بأنها « غير قابلة للعد» وک نبين ماذا نقصد ببذه العبارات المهمة » الي 
تبدو بعيدة كل البعد عن المفاهيم الرياضية الدقيقة » فإننا سنيتدىء بالتعريف التالي » الذي أحدث, ثورة ة عارمة في تاريخ 
الفكر الرياضي » والذي يعود الفضل فيه إلى الرياضي الفذ جورج كانتور. 


1 تعريف 


نقول عن محموعة 4 إنها مكافثة لمجموعة 8 . ونكتب 4>8 . إذا وجدت دالة ۴:4+8 متباينة 


نستنتج من هذا التعريف » ومن كون الدالة الخالية متباينة وغامرة )١,۳۹۹۳(‏ » أن المجموعة الخالية مكافئة لنفسهاء 
أي أن 2-2 . 
7 أمثلة 
)١(‏ إن حموعة دول العام تكافىء مجموعة عواصمها . 
(۲) إن [4:9]-1,21] » ذلك أنه يمكن التحقق بسهولة من أن الدالة [4,9]+-[1,2]:؟» المحددة 
بالدستور 1000-5-1 : متباينة وغامرة . 
© لنأخذ محموعة الأعداد الطبيعية (...,1,2:3) = ۸ء ويجموعة الأعداد الطبيعية الزوجية 
(-...2,4.6) -5 . إن 8-8 لأن الدالة ۴ +۴:N»الحددة‏ بالقاعدة ٭2= »)۴ » متباينة 
۴ نظرية 


إن العلاقة 4<8 هي علاقة تكافؤ على جاعة المجموعات الحزئية من مجموعة كلية . 


0۸ المدخعل الى التحليل الرياضي 


البرهان 


)١(‏ أيأكانت المجموعة 4 » فإن 4۸ ء ذلك أن دالة المطابقة 4 عه : 1 متبابنة وغامرة . إذن فالعلاقة 
= منعكسة . 

(۲) إذاا كان 8-ه , فإن 8<4 . ذلك أنه اذا كانت ۴:4+8 متباينة وغامرة»فتوجد دالة 
8+۸ :۴ متباينة وغامرة كذلك )١,۳۹۹١(‏ . إذن > علاقة متناظرة . 

(۳) إذا کان ©8-6 , ۸>8 ء فهنالك دالتان 60ه8:م ‹ 8:٠8‏ متباینتان وغامرتان . 
وعندئذ » تكون الدالة © + 801:4 متباينة وغامرة . إذن © هء أي أن > علاقة متعدية . « 


65-_ تعريف 


نقول عن محموعة ۸ إنها منتهية إذاكانت خالية نأوكانت مكافئة للمجموعة الحزئية (ه, . . .,1,2 ] منل2 ؛حيث 8 


عدد طبيعي ما ال الا لأ ت يي م عصراء وق اا ی ده توي م عنصراً . وتسمی کل 
بحموعة غير منتبية مجموعة لا منتهبة 


6 تعريض (قابلية العد) 


إذاكانت 4 عموعة مكافئة مجموعة الأعداد الطبيعية 28 » فإننا نقول عن إنها بحموعة قابلة للعد اللامنتي . 
ونقول عن محموعة إنها قابلة للعد إذا كانت قابلة للعد اللامنتي؛أوكانت منتبية . وفيا عدا ذلك » أي إذا كانت 4 مموعة 
لا منتبية وغير مكافئة ل 74 » فإننا نقول عن د إنها حموعة غير قابلة للعد . 


5-_ أمثلة 


. إن محموعة سكان العام مجموعة منتبية‎ )1١( 
لماكانت ل۸ل فإن × قابلة للعد اللامنتي . وقد رأينا في (*) من (1,57) أن مجموعة الأعداد الطبيعية‎ )۲( 
. الزوجية قابلة للعد اللامنتي كذلك‎ 
إن مجموعة الأعداد الصحيحة 2 قابلة للعد اللامنتي . ونترك للقارىء التحقق من أن الدالة 2-10 :؟‎ )۴( 
المحددة بالدستور‎ 
2n )۸<0 عندما‎ ( 
لاعفنا فج ابي ا ك0؟‎ 


متباينة ومغامرة . 


سنورد الآن معيارً بالغ الأهمية للمجموعة اللامنتبية . وهذا الغرض سنقدم أولاً هيد التالي . 


الأعداد الحقيقية وه 


۷ ~- هید 


كل محموعة لا منتبية لا بد وأن تحوي محموعة جزئية قابلة للعد اللامنتي . 


البرهان 


إذا كانت ه مجموعة لا منتبية فإنها غير خالية > وبالتالي » يوجد عنصر به بحيث 3,64 . لنأخذ الآن 
المحموعة (,8)-ه . إن هذه المجموعة غير خالية (ذلك أنه لوكانت خالية لكانت مؤلفة من عنصر وحيد هو يه > 
ولكانت بالتالي منتبية) » إذن يوجد عنصر به » نحيث [,4-1معية . وبالسير على هذا المنوال » نجد عنصرا رة » 
يث [دقءية 1)- شع رة » وني الحالة العامة نجد عنصرا ( مه....,ة)-ىء ,.,ة . إن عملية اختيار العناصر المختلفة 
...ر لا بمكن لا أن تتوقف » ذلك أنها لو توقفت لكانت ه محموعة منتبية . لذا » فاننا نستنتج أن ۸ تحوي 
المجموعة القابلة للعد اللامنتي ‏ (...«,يةرية,ية). 8 


۸- نظرية 
كل مجموعة لا منتبية لا بد أن تكون مكافئة لمجموعة جزئية تهاماً منها . 
البرهان 


لتكن 4 مجموعة لا منتبية . عندئذ » نحكم استناداً الى القهيد السابق»بوجود مجموعة قابلة للعد اللامنتي » ولتكن 
(...ءمة,...ءية) = 8 ء محتواة في 4 . لنعرف الآن الدالة (يه)- همح 1:4 بالدستور : 
( عندما م8 عع ) .4 
= لاط 
( عدا x (x¢8B‏ 


من السهل » التحقق من أن 1 دالة متباينة وغامرة » وبالتالي » فإن 4 تكافىء بجموعة جزئية تماماً من 4 هي 
s.A-— {a}‏ 


ستقبت الآن أن عكس النظرية (1,44) صحيح . ولادراك هدفنا هذا نورد اوا المهيد التالي » الذي نترك إثباته 
للقارىء . 


464 تمهيد 


إذاكانت ساحةٌ دالة مؤلفةً من 8 عنصراً » فإن مدى هذه الدالة يحوي 8 عنصراً على الأكثر. 


3 الملدخل الى التحليل الرباضي 


ةيرظن_m‎ ١ 
. إذا كانت الحموعة 4 مكافئة محموعة جزئية تماما منها فلا بد أن تكون المجموعة ۸ لا منتبية‎ 
الرهان‎ 
لنفترض جدلا أن 4 تكافىء المجموعة الحزئية تماما 8 من 4 » وأن ۸ محموعة منتبية . عندئذ هنالك دالة متباينة‎ 
وغامرة ۴ للمجموعة 4 على الحموعة 8 . إذا افترضنا أن الساحة ه للدالة ۴ تحوي « عنصراً > فلا بد أن يحوي‎ 
المدى 8 هذه الدالة م عنصراً يحيث 8 > دم (1,44) . لنأخذ الآن الدالة 8 :5 . لماكانت ساحة -6 مؤلفة من‎ 
أن ۸ مدى 0 يحوى » عنصراً على الأكثرء أي أن م >ہ . وبالتالی » فإننا‎ )۲,٤۹( د عنصراً فاننا نستنتج ثانية من‎ 
أي أن 8 =۸ . ولا كان هذا يناقض افتراضنا بأن 8 مجموعة جزئية تماما من‎ =m من (77, 1) أن‎ )٤( نجد استناداً إلى‎ 


٤4‏ فان نظرتنا لا غبار علها . ھ 


إذا ضمّنا النظرية )۲,٤۸(‏ وعكسها (441,؟) في نظرية واحدة » وجدنا المعيار المنشود التالي للمجموعات 
اللامنتهية . 


۲۲ نظرية 


الشرط اللازم والكاني كي تكون مجموعة 4 لا منتبية هو أن تكافيء هذه المجموعة مجموعة جزئية تهاماً من ۸ . 


سننتقل الآن إلى مسألة إثبات أن مجموعة الأعداد العادية © قابلة للعد اللامنتي . ولبلوغ هدفنا هذا سنقوم أولا 
بإثبات المهيدين التاليين . 


۴۳ ~_- تمهيد 
كل مجموعة جزئية لا منتبية من بحموعة قابلة للعد اللامنتتي لا بد وأن تكون قابلة للعد اللامنتي . 
البرهان 
لتكن 4 مجموعة قابلة للعد اللامنتي » ولتكن 8 مجموعة لا منتهية نحيث 864 . لا كانت ه قابلة للعد 
اللامنتي » فهنالك دالة متباينة وغامرة 4 +-/2:؟ . لتكن  6:)8(‏ © » أي أن © تعني استناداً الى )١,۳۸(‏ المجموعة 
C= {neN: f(n) eB}‏ 


من الواضح أن °5١‏ و8<(ع)۴. كذلك » فإن © لا منتبية»لأنها لولم تكن كذلك » لوجدنا وفق 
)۲,٤۹(‏ أن مدى © وفق 4 » أي 8» > مجموعة منتبية » وهذا مخالف للفرض . 


الأعداد الحفيقية 3 


من الواضح » أنه إذا برهنا أن © قابلة للعد المنتي ‏ فإن 8 تكون كذلك . ذلك أنه يكون عندئذ C=N‏ و 
8عه رلأن 8 = ۴)0 و ۴ متباينة وغامرة) » وبالتالي . يكون 8ح لأن = علاقة متعدية (4.؟) . وهكذا 
فإننا نصل الى هدفنا » > إذا أثبتنا وجود دالة متباينة وغامرة بم ل 3 على ع" 


إن أسلوب بناء هذه الدالة ج يتم على النحو التالي»: 

(8)1 اهو لقنم ر الآصغراق. © (وَهوموجود لأن © مجموعة جزئية غير خالية من 23 وبالتالي ٠‏ فهي مرتبة جيداً. 
اي > 

(8)2 هو العنصر الأصغر في ((18)1-© (وهو موجود) . 


من الواضح أن ساحة الدالة 8 هي ١‏ . ولاتمام إثبات نظريتنا » علينا التأكد من أن 8 متباينة وغامرة . 
لكر عن لعل هذاه قات هي الدعوى التالية : توجد دالة وحيدة م8 ساحتها (1,....8) ومداها في ©»بحيث أنه 
إذاكان ه >) >ذفإن 10)مع >()مع ٠‏ وأنه إذاكان 16٩‏ و )رع >1 فإن (,8) ٩۴‏ 16 (حيث (يع) #۴ هو مدى 
الدالة ,ة). إن الدعوى ,م صحيحة » وهذا يتضح إذا أخذنا (1),ع أصغر عنصر في © . لنفترض الآن أن ,م 
صحيحة » ولنعرف الدالة10),.,ع بحيث أن الشرط اللازم والكاني كي يكون 8,010 = ()), ,ع هو أن يكون1 +۸ >عاء وأن 
يكون (1 +8».:)8 العنصر الأصغر في '(,8) ٠0-8‏ سنترك للقارىء التأكد من أن كل شروط الدعوى ...5 عققة . 
وبالتالي » فإن الدعوى ,8 صحيحة أباكان ه من ١‏ . 


سنعرف الآن (0)م8 = (م)ع . عندئذ نكون قد عرفنا دالة ساحتها × ومداها(ع) ٭ متوی في © . ان 8 تتمتہ 
بالخاصة التالية : إذا كان عط >ز فإن (ج >(زع . واذا كان 16٤١‏ و(ميع >1 من أجل عدد ما 8 عن انان 
) * ع .١‏ لإثبات هاتين الدعويين,نلاحظ أولا أنه إذا كان م > فإن )بع = 10),ع . إن هذا أمر ناتج عن 
وحدانية الدالة يع . وفي الحقيقة . فإذا قصرنا الدالة ,ع على المحموعة(عا,...,1,2 | فإننا تجد دالة ها كل خواص الدالة 
بع . لذاء فإذاكان 1 >1 وجدنا 

09 = يبع > زايع = (ز)رع = )4& 
وإذاكان چ 1 و !٤٥‏ فإن ).ع >1ء وبالتالي . نجد استناداً إلى ,8 أن هنالك ٠‏ عيث ۸>١‏ ونحيث 
gk)‏ = وا)بع = و)بع =1 


نستنتج مما سبق أن الدالة 8 متباينة » ذلك أنه إذا كان (۸)ع=(ص)ع فإن م = ص » بسبب أنه إذا كان م>م 
وجدنا 8)ع >(”)ج . وإذاكان ص >" وجدنا (8)50 >( ی ۰ وني كلا الحالتين لا يكون(8)0 -(60)ع .كذلك ۰ فان 
الدالة €+ N‏ :ع غامرة . وفي الحقيقة ٠‏ إذا لم تكن. © كذلك . لكان © # © -©. ليكن م أصغر عنصر في 
6-9 . عندئذ تكون الحموعة ۸ > 2/10 :۴ غير خالية ومنتبية » وبالتالي فلها عنصر أكبر ص . لكن م < (1 + ص : 
وهذا يعني أن )5670 ۰ ونكون بذلك قد وقعنا في تناقض . إذن ع دالة غامرة كذلك ٠‏ وبذا يتم إثبات النظرية.ه 


1 المدخل الى التحليل الرياضي 


45 -_ نظرية 

إن محموعة الأعداد العادية الموجبة © قابلة للعد اللامنتي . 

البرهان 

لنعرف الدالة 14+ *©:4 : بالدستور ”3 "2 )1 بفرض هرم عددين طبيعيين . ان ۴ دالة متباينة . 
وفي الحقيقة : إذاكان (4)8>-(2) ۴ حيث «١4‏ أعداد طبيعية » فإن "273 = *3 "2 ميتزتب على ذلك أن 
مص ذلك أنه لوكان م > " لوجدنا “3 *-20 = *3: وهذا غير مكن لأن الطرف الأيسر فردي والأيمن زوجي . ونجد 
بصورة ممائلة أنه لا يمكن أن يكون 0 >م . إذنم - ص وبالتالي 3° - ”3 . كذلك فإن و-ه ذلك أنه لوكان و >۸ 
لوجدنا *-*3 -1 وهذا غير مكن لأن 1 < *-34 . ونجد بصورة ممائلة أنه لا يمككن أن يكون م > . إذن 8-0 . 
وبالتالي ٠‏ فإننا نستنتج أن 


P 


m, p m 
درلك)‎ ])— (> m =p, n= = 
کا‎ 2 P 9 بد‎ 2 ê 


أي أن ۴ دالة متباينة . 
وإذا لاحظنا أن :m€N, n €N-1{0}|}‏ ”3 ”2 1 = ۸ محموعة جزئية لا منتهية من 81 فإننا نستنتج استناداً إلى 
التمهيد السابق )۲,٤۹۴(‏ أن 4 مجموعة قابلة للعد اللامنتى . وهكذا » فان ؟ تطبيق متباين وغامر ل *© على المجموعة ۸ 
القابلة للعد اللامنتي . إذن ٠۸4‏ . لكن 4<۸ ؛ إذن ٠=‏ استناداً إلى ۲,٠١(‏ )وهو المطلوب . « 
٥‏ - نتيجة 
من السهل التحقق من أن الدالة Q-‏ + *0 :۴ المحددة بالدستور =(«»)۴ متباينة وغامرة . وبالتالي ٠‏ فإن -@ ± Q*‏ 
ولا كانت ۸+ استناداً الى النظرية السابقة > فإنه يترتب على كون الغلاقة <> متعدية أن N‏ --20أي أن جموعة 
الأعداد العادية السالبة قابلة للعد اللامنتتي . 
5 - نظرية 
إن محموعة الأعداد العادية © قابلة للعد اللامنتي . 
الرهان 
وجدنا في (440.؟) أن 0-0 . ولا كان من السهل التحقق بأن ١-۸‏ » حيث N‏ - هي مجموعة 
الأعداد الصحيحة السالبة » فإننا نستنتج استناداً إلى اتصاف العلاقة -- بالتعدي أن |2 - 0-2 . وهذا يعني وجود دالة 
N+ Q-‏ - :۴ متباينة وغامرة . ولا كان >+ استناداً إلى 7,444) ٠‏ فشمة دالة *0 + :8 متباينة وغامرة كذلك . 
لنعرف الآن الدالة © +2 :8 كا بلي : 


(عندما 6-1 ) )1 
(عندما 0 = ×) 0 = h(‏ 
(عندما (x€N‏ )8 


من السهل التحقق من أن الدالة © -8:2 متباينة وغامرة . وبالتالي » فإن 2 <0. ولا كان 2<۸ »كا سبق وأثبتنا 
في (7.45)»فإننا نستنتج أن ۸= . أي أن يجموعة الأعداد العادية © قابلة للعد اللامنتي . م 


لأعداد اة 5 


٠‏ - الأعداد الحقيقية 


The Real Numbers 


عرّفنا في (1,11) الأعداد الحقيقية ۴ بأنها حقل مرتب تام . وقد شرحنا في (7.7) ماذا يعني الحقل المرتب 
وذلك بابراد مسلاته » التي اهّلتنا لدراسة البنية الحبرية ل ۴ , 


وسنورد الآن الخاصة المميزة للأعداد الحقيقية عن الأعداد العادية . ويعبرعن هذه الخاصة بمسلمة القام : التي ل 
يدرك تماما دورها الفعال في علم التحليل الرياضي الا في أواخر القرن التاسع عشر . ويمكننا القول بكل ثقة بأنه ما من نتيجة 
بارزة في علم التحليل الرباضيء إلا وتمتد جذورها إلى مسلمة القام . 

١‏ مسلمة القام (مسلمة الحد الأعلى) 

لكل محموعة جزئية غير خالية ومحدودة من الأعلى في ۴ حد أعلى . 

يتعين على مسلمة العام مسلمة تقابلها للمجموعات الحدودة من الأدنى نجدها في النظرية التالية : 
۲ - نظرية 

لكل مجموعة جزئية ۴ غير خالية ومحدودة من الأدنى في 8 حد أدنى . 

البرهان 

لنشكل امحموعة (لا عنصر حاد من الأدنى ل E‏ : علا ] - م . ان ۴ غير خالية لأن 8 محدودة من 
الأدنى . كذلك 3 فإن ۴ محدودة من الأعلى بكل عنصر من 8. لذاء نجد استنادا إلى مسلمة العام أن ۴ زناه موجود . 
وهذا يعني أنه ایا کان لا من ۴ فإن هناد >« . ولا کان کل عنصر × من 8 حادا من الأعلى للمجموعة ۴ . فإن 
× > مده اياكان × من 2 » وهذا يدل على أن 8 pںء‏ عنصر حاد من الأدنى للمجموعة E‏ . ولا کنا قد وجدنا أنه 


ایا کان نا .من ۴ فإن صنار »لاز » فإن ۴ وء هو الحد الأذنى ل è E‏ أي أن supF = inf E‏ . . 


سنورد الآن نظرية تربط بين ۴ و 0(»وبمكن استخلاصها من مسلمة الهام . 
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۲,۴ نظرية (أرخميدس) 

إذاكان × عدداً حقيقياً موجباً فهنالك عدد طبيعي ه ء بحيث يكون ۸٩‏ >×. 

البرهان 

لفترض مؤقاً أن >5 أياكان ه من ل« . إن هذا يعني أن 2 محدودة من الأعلى بالعدد × . واستناداً إلى 
مسلمة القام . فإنه يوجد ل × حد أعلى » ؛ أي أنه يوجد عدد حقيقي a‏ « نحيث a=sup N‏ . لتفترض n‏ عدداً طبيعياً 


ما . عندئذ ء لا بد أن يكون n+1eN‏ (لأن N‏ بحموعة استقرائية ) ٠‏ وبالتالي » »جم .أي 4-1 >1 » وهذا 
يعني أن 8-1 عنصر حاد من الأعلى ل ل١‏ 3 الأمر الذي يناي كون ۾ حدا أعلى ل N‏ . وبالتالي ٠‏ فالنظرية صحيحة . ه 


اه نتائج 


5 9 557 3 92 1 0 9 5 
)١‏ اذا کان × عددا حقيقيا » ± 1 العدد | ١‏ = 
(۱) اذ × عددا حقيقيا » بحيث يكون 0<x<‏ يا كان العدد الطبيعي ۸" فإن 0=×. 
البرهان 
لنفترض جدلا أن ۶0× . لما كان 0 <× و x>‏ باسك من 8 فإننا نستنتج أن لط >م أيا كان م من 
N‏ . ولاكان هذا مناقضاً لنظرية أرخميدس (1,08) لأن 0 < 1 + (۲,۲۲) > فإن النتيجة صحيحة . ه 
(؟) اذا كانء >[ 4-1 | . أيا كان العدد الموجب > فإن طخ . 


الرهان 
إذا وضعنا ل ٤=‏ فإننا ‏ تج أن ط 0<|a-b|<‏ . أياكان ه من 88 . وبالتالي . ند استنادا إلى النتيجة 


السابقة أن 0 إط-ه | أي a=b‏ .® 


(”) إذاكان 2,6 عددين حقيقيين بحيث يكون ع+ط >3 . أياكان العدد الموجب ع » فإن 5 >3. 


البرهان 


لنفترض جدلا أن <8 . إذن 8<0-ه . وبالتالي نجدء >م-8 = إط -ه|. واستناداً إلى النتيجة السابقة 
(۴) . تمد 8 . ونكون بذلك قد وقعنا في تناقض . إذن لا بد أن يكون 6 >2. » 


الأعداد الحقيقية 1 


هنالك نقيصة في الأعداد العادية © عرفها رياضيو اليونان القديمة » وكانتٍ لار الرئيسي الذي أدى فا بعد 
للتوصل إلى الأعداد الحقيقية *: فليس كل عدد موجب في © له جذر تربيعي » أي أنه إذاكان 8 عددا عادياً موجبا 


ما » فليس من الضروري أن نجد دوما عددا عاديا × یٹ ۾ = ?× . وعلى سبيل الخال ٠‏ لنفرض 2 ٠ a=‏ ولنقبل جدلا 
وجود عدد × في © بحيث 2= *× . عندئذ يكون ۾ = »«محيث 89 عددان صحيحان غير زوجیین معا (لأنه لوكان 


p,q‏ زوجيين.فن الممكن اختصار الكسر وتحويله لتر شود وبسطه غير زوجيين معا) . عندئذ يكون 297 = #مرء 
وهذا يعني أن *م ء وبالتالي م » عدد زوجي ۰ أي 21 -م . وعندها يكون” 2 =4 = م الأمر الذي يقتضي کون 
2= 42 » أي کون # عددا زوجياً . وبالتالي » فإن ٩‏ عدد زوجي : وهذا ينافي افتراضنا بأن 8,4 غير زوجيين معا . 


وتبين النظرية الآنية أن الأعداد الحقبقية ۴ خالية من هذا العيب ء الذي اتسمت به .Q‏ 
هه" نظربة 


أيا كان العدد الحقيتي الموجب 8 > فيوجد عدد حقيق موجب × . بحيث يكون ۾ = 

البرهان 

لنأخحذ المجموعة (2 > *× {xeR:x>0,‏ = ىم. إن E‏ لأنع8ء0 كذلك » فإن 8 محدودة من الأعلى » 
ذلك » أنه في الحالة 2 >1 نجد أنه إذاكان لا >ة فإن 2>ة , وأنه في الحالة 1 a>‏ جد أنه إذاكان 1 >1 فإن 


2( >1 >3. لنرمز ب × لهذا الحد الأعلء أي E‏ ملا = × » وسنت سنثبت أنه = *». إن 0< ذلك أنه في الحالة 8 >1 نجد 
4> . وبالتاللي 16۴ ؛ وني الحالة 1 > نجد 2 >2 .a€E BE‏ 


لکن ع عددا موجبا بحيث « >»>0 . عندئذ. يكون »+ >×>ء-×>0. ويكون 6 
)x- (^> x> )x+ 0:‏ . لذاء فإن x-e€EE‏ ي حين 8 4ع + . ويتتج من هذا أن 2 (x—-e)* < a< (x+‏ . 
على هذه المتراجحات ومن المتراجحات السابقة ها أن 

),-03 تير >2 +2ر)-‎ -3> (X+ £)? —(X — £)? 


آي —4XE< X?—a< 4XE‏ ۰ 
وهذا يعني أن ×4 >1ه- :| . واستنادا إلى النتيجة (۲) من (1,04) نجد =× . » 


من أهم النتائج المترتبة على نظرية أرخميدس ٠‏ تلك المتعلقة بخواص «الكثافة» في ۸ . الأمر الذي تقرره 
النظرية التالية 
5" نظرية 


إن الأعداد العادية © كثيفة في *7ءبمعنى أنه إذاكان ¥ عددين حقيقيين بحيث ۷  *>‏ فهنالك عدد عادي 
۷ حصور بینها » أي أنه يوجد ٠‏ من © نحيث [>ر>كا. 
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البرهان 

ell 1 5 5 5 21‏ 7 0 
(1) لنفترض اولا 0 . عندئذ يوجد عدد 8 من ۸ ميث يكون *-لا > 2 » ذلك ان نظرية 
1 2 0 0 1 ذللء فيتاللء . ê‏ 
ارخميدس تقرر وجود عدد 8 من ۸ بحيث يكون م > كذلك › فهنالك عدد م من ٩‏ بحيث 
m .‏ 5-5 ا عد . N‏ مث , أن المجموعة 
يكون #>ر لان نظرية رصي غك بوجو د m‏ من N‏ بيت yn<m‏ . عي 
E ={meN:y<® |‏ ليست خالية . لذا » نجد استنادا إلى نظرية الترتیب الحيد (۲,۳۹۰) أن عة عنصرا 

97 ق ا فا“ 1- كلها قا 

أصغر ل ۴ نرمز له ب م . لذا ء فإن 2P <P‏ . لكن لدينا أيضا 


x= J-(-N<E ÛL تحط‎ 
n n n 


إذن و > لط > . وبالتالي » فإن اسع عدد عادي يحقق متطلبات النظرية . 


(ة) لنفترض الآن 0=× . عندئذ يكون « >لا >0 . واستناداً إلى الحالة السابقة (1) نجد أن ثمة عدداً 


عادياً , بحيث يكون y<y<y‏ ظط'>» - 0. 
(ذ1) لنفترض أخياً 0 >× . عندئذ » إما أن يكون >0 >* . وني هذه الحالة يكون العدد 0 هو العدد 
العادي المطلوب » أويكون || >إلا| » وعندها نجد استناداً إلى الحالة (1) أن ثمة عدداً عادياً 8 يحيث 


|| >« >الااء أي بوكر ®.X<‏ 


سنبين أخيراً أن محموعة الأعداد غير العادية كثيفة في 5 . 


۷ - نظرية 


إن الأعداد غير العادية كثيفة في ۸ , بمعنى أنه إذاكان ,× عددين حقيقيين بحيث 'لا >»ءفيوجد عدد غير 


عادي 5 محيث م1 >و><*. 


البرهان 


نحكم اعياداً على (۲,۵۹) بوجود عدد عادي « بحيث ٠‏ >, >× . يكني الآن أن نثبت مقدرتنا على إيجاد عدد 


غير عادي » بحيث يكون -لا >) >0»› لأنه عندئذ » يكون + - 5 هو العدد غير العادي المطلوب . وبعبارة 
أخرى » فيكني إثبات أنه إذاكان 2 أي عدد حقيتي موجب » فيمكن إيحاد عدد غيرعادي ١‏ بحيث يكون ۲>2 >0 . 
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وني الحقيقة » فإنه يترتب على نظرية أرخميدس أن هنالك عدداً طبيعياً ه » بحيث يكون م > 2⁄ . وبالتالي » فإننا 
2 
نجد أن العدد غير العادي المطلوب ۲ هو :2 لأن + > 2 -)>0.. 
n n‏ 


۸ -_ القثيل العشري للأعداد الحقيقية 


برهن في بحث السلاسل الحقيقية أن لكل عدد حقيني × صيغة عشرية من الشكل ... يقرة.يث + = Xx‏ 
حيث ۸ إن 0 أو عد طيي روث عل من د هوأحدالأعدادالصحيحة من © الا و . وو 
٠‏ الا رمز : للسلسلة غير المنتهية» . 


E EE a 
ET للا‎ 


pe r‏ الأعداد :4 متساوية وتساوي 2 مثلاً » فإن سلسلتنا تسمى «سلسلة هندسية 


1 
أساسها 1 ؛ ويكون «جموعها» 3( ا 
10 
فإذاكان 8-9 فيكون مجموع هذه السلسلة 1 ٠‏ وهذا يعني أن للعدد واحد تمثيلين عشريين اثنين ٠‏ أي أن 
...0.999-...1-1.000. وبوجه أعم . فإذا كان لعدد تمثيل عشري ينثي بأصفار مثل 0.25000= 2 » 
فإنه بمكن إيراد تمثيل عشري له يني بتسعات بدلاً من الأصفار شريطة إنقاص آخر عدد عشري واحداً . وهكذا ٠‏ 
فإن 0.24999-ط. . وفيا عدا هذه الحالة ٠‏ فإن لكل عدد حقيتي تمثيلاً عشرياً وحيداً . 


هذا » ويبرهن أنه بمكن التفريق بين الأعداد العادية وغير العادية عن طريق العثيل العشري : فالأعداد العادية هي 
تلك التي ها ثيل عشري دوري ٠‏ فثلا 


=5 


, 0.142857 1 , 0.1249 - 1 
و ات 8 


حيث نعنى بالحزء من العثيل العشري + الذي وضعنا أسفله خطاً ‏ »الحزء المتكرر بلا تناه . أما العدد غير العادي فليس في 
تمثيله العشري جزء متكرر . 


ة فرق ذو طبيعة أخرى بين مجموعة الأعداد العادية © ومجموعة الأعداد الحقيقية ۴ » وهذا الفرق يتعلق بقابلية 
العد . فني حين أثبتنا أن © قابلة للعد » ستثبت أن ليست كذلك . 
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۹- نظرية 
إن محموعة الأعداد الحقيقية ۴ غير قابلة للعد . 
البرهان 


لنفترض جدلاً أن ۴ قابلة للعد. لما كانت © لا منتبية ‏ فإنها قابلة للعد اللامنتتي . ولا كانت 
X> 1۱‏ >0:اء») = ۸ مموعة جزئية لا منتبية من ۴ » فإننا نستنتج من (47,؟) أن ۸ قابلة للعد اللامنتتي . وهذا 
يعني أن ثمة دالة ه +-5:2 متباينة وغامرة . وبعبارة أخرى » فإبنا نستنتج أن هنالك متوالية 14 ع1,8م148 تشكل 
عناصرها كل المجموعة ۸ . سنبين استحالة هذا الأمرء وذلك بإيحاد عدد حقيق في ه لا يشكل أياً من عناصر هذه 
للؤلية ..للكتيا كل ستصر .م ة ريصت العطرية 
-.٠دمقديقرية.0‏ = an,‏ 
جيك كل من وده .هو ف الأعداة المي .غ61 + لا العدد لش بن :15 الضيفة الت رة 
...و = نو حيث 
تا اعيو ال 
ا 95 05-7 
وعيقنا. اس 2 


نلاحظ عندئذ » أنه لا يمككن لأي عنصر من المتوالية العم رزية! أن يساوي لا ٠‏ لأن بو يختلف عن ,ه في رقه 
العشري الأول » وعن يه في رقه العشري الثاني » ... » وعن ,3 في رقه العشري ذي الترتيب ١‏ . (هذا ولا يمكن 
لوضع ممائل لكون ...9 = م8 و ...0.2000= ل أن يحدث,سبب الطريقة الي اخترنا بها »5 ) ؤبما أن 
1 >لا >0 فإننا نكون قد أثبتنا صحة النظرية . « 


۱ - تعريف ر الحالات) 


يعرف محال 1 بأنه محموعة جزئية من ۴ » بحيث أنه إذا كان #1 ,× ١‏ فإن أي عدد حقيق ٠2‏ يحقق الشرط 
و >2 > × »لا بد أن يتتمي إلى I‏ كذلك . وتبين مسلمة العام )۲,١١(‏ ونتيجتها )9۲( أن لكل محال محدود من الأعلى 
حداً أعلى ط » وأن لكل محال محدود من الأدنى حداً أدنى ۾ . تسمى النقطتان ط,ة طرفي المحال 1 ٠‏ بغض النظرع) 
إذاكان طبه متتمييّن إلى المحال أم لا . وتسمى نقاط المحال الأخرى نقاطاً داخلية له . وسنميز فما بلي أنماطاً مختلفة من 
الحالات 


: المجال المغلق‎ 6( 
[a,b] = {xeR:a< x< b} 


û)‏ الال المفتوح 
Ja,b[ = {xeR:a< x< b}‏ 
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: انحال نصف المفتوح من الأيسر ( أو نصف نصف المغلق من الأيمن)‎ (ii) 
Ja,b] = {xeR:a< x< b} 


(::) انحال نصف المفتوح من الأيمن (أونصف المغلتق من الأيس) : 
{xeR:a<x<b}‏ د]طية] 
هذا . وإذا کان ط=ه . فإنه يقال عن الحالات الأر بعة السابقة انا منحطة + + فقي هذه الحالة . يكوك 
محال المغلق مؤلفاً من نقطة واحدة . أي (3) = [ط,ة] . في حين تكون الحالات الثلاثة الباقية خالية . 
وسنفترض دوماً . أن الحالات غير منخطةاما لم نص على خلاف ذلك . 


إن انحالات الأربعة . التي عرفناها فيا سبق تسمى محدودة . الا أن ثمة حالات أخرى تدعى محالات غير محدودة 


{xeR:x> a}‏ = ]ه +,و[ و {xeR:xz>a}‏ = إه +رة] 

]-«,q{ - {xeR:x< a}‏ و {xeR:x <a}‏ = [وره-[ 
كذلك فإننا نرمز أحياناً ل ۴ بالشكل ]مه +ره- [ . 
تسمى الحالات غير المحدودة ]-ه+,[ و ]8,ه-[ و]» +,ت- [ محالات مفتوحة . في حين يقال على المحالين 
]» +,2ة] و [2,ه-[ إلهما مغلقان . وسندرك سبب ذلك عند دراستنا للفضاءات المتربة في الفصل الثالث . 


وتجدرينا الاشارة إلى أن و2 ا هما رد رمزين استخدمناها للدلالة على االات غير افخدودة :ولا يحب جنال 
من الأحوال اعتبارهما عددين حقيقيين . وسنوصع ق بند لاحق ا مجموعة 8 00 هذان الرمزان . وحتى ذلك 
الحين عيتوجب اعتبارهذين الرمزين غريبين عن ۴ . 


۲ -_ نظرية ( اخالات المتداخلة ) 


لتكن 60 ,(,1] متوالية من الحالات المغلقة المحدودة في © محيث ,1ع ..,آ1 أي كان دمن N‏ . عندئذ 
0+ 


البرهان : 


یں اڈ 1ء ع کی اا چچ ایا اة ھ ين ل .الکن 
[16۸: مة) =4 .من الواضح أن هذه المجموعة غير خالية,وأن کل عنصر م أباكان © من ۸ هو عنصر حاد من 
الأعلى للمجموعة 4 . إذن نجد استناداً إلى مسلمة القام )۲,١۱(‏ وجود حد أعلى ل ۸ > أي أن هنالك عدداً حقيقياً 
× .میٹ 4 طلاة ع« ٠‏ ومن الواضح أن رط > × > مه . وبالتالي . « xel, ùl‏ ابا کان <N jen‏ أي أن 


66 اه وهنا عق أن 6 
,1 €0 × » وهذا يعني ن 2ع ,11/.ه 
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هذا ولا تصح النظرية بالضرورة عندما تكون الحالات المتداخلة غير مغلقة أو غير حدودة . وعلى سبيل المثال » فإن 
متوالية لمحالات المفتوحة 5686 , (]0,له -11 تقاطعاً خالياً : 6- ]0ط - ١‏ 10 » كا أن لمتوالية الحالات 


المغلقة غير الحدودة اع ه١(]‏ مه , لكك ] 1 تقاطعاً خالياً أيضاً . 


عند تعريفنا للمجالات غير المحدودة استعملنا الرمزين + وه-دون أن نعرفها . وسنقوم الآن بتعريف © + و 
٥‏ من خلال ما يسمى يوسم مجموعة الأعداد الحقيقية . 


۴۳ تعريف (مُوَسّعْ © ) 


لنأخذ شيثينءنرمز للها ب مه- و ته +ءونسمهما نقطتين « مثالبتين» أو «ناقص لا نباية» و«زائد لا نهاية» على 
ازتيب » ولنشكل المجموعة [ +,ه- إلا © - *6. يعرف وسم الأعداد الحقيقية بأنه الحموعة *© المزودة بعمليتي 
جمع وضرب وبعلاقة ترتيب كلي بحيث تتحقق المسلات الثلاثة عشرة الواردة في (51,؟) عندما تكون 2,لا.* في © » 
وبحيث تتحقق المسلات الإضافية التالية : 


(1) أبأكان × من © فإن 
م + = (+o)+X‏ = (ه +)+ير 
X+(—-) = (—c0) +X = — o‏ 
ه- = ٥)‏ + )-يعر 


0+ = (ه-)-ير 


® أي كان العدد الحفيقي الموج × فإن 

x(—) = ©‏ و 00+ = x(+o)‏ 
() أيأكان العدد الحقيت السالب × فإن 

ھچ (قاب)# و اف ىله )2 


0 


+ = (ه - )(ه - ). = (ه +)(ه + ) = )0 +(+ )+( 


ه- = ( )إ(ه +) = (ه- )+ (ه-) 


(ة) أيأكان العدد الحقيتي × فإن ‏ م + >ير>- 


الأعداد الحقيقية ۷۱ 
15 تعريفض (الحوارات ) 


ليكن م× عدداً حقيقياً . نقول عن كل محال مفتوح (محدود أوغير محدود) يحوي ×١‏ إنه جَوَار ل × ٠‏ أوكرة 
مفتوحة تحوي ,× . وإذا کان × واقعاً في منتصف محال مفثوح ( وبحدود) » قلنا عن هذا امحال ء إنه كرة مفتوحة مركزها 
× . ويسمى كل محال مفتوح من الشكل ]+[ . حيث (ه-إ]لاهعة . جواراً ل ته +( أو كرة مفتوحة 
مركزها »+ ) . كذلك فكل محال مفتوح من الفط ]2,»- [ › حيث [ + ]نا ٤ھ‏ يسمى جواراً ل -(أوكرة 
مفتوحة مركزها مه -) . وعلى سبيل المثال . فإن ]0,3[ و ]1,5 -[ جواران للعدد 1 . كذلك .» فان كلاً من 
]»» +,3- [ و ]+1۷2 جوار ل +. أماكل من ]0.*- [ و [7,- ] فيشكل جواراً لمه-. وأخيرً ‏ فان 
]+ ,مه -[ = بشكل جواراً لأي عدد حقيق وله - وله +. 


نلاحظ أن هنالك خلافاً جوهرياً ٠‏ بين جوار العدد الحقيتي × وجوار» + أو -. ذلك أن أي جوا ر للعدد الحقيتي × 
يحب أن بحوي × كعنصر منه . أماته + فلا يتتمي إلى أي جوار له +. كذلك فلا ينتمي ٥‏ - إلى أي جوار ل مهب 


وفي الختام نرى- تحذبر القارىء من الوقوع في شرك اعتباره + أو - عددين حقيقيين . كذلك » فإن المجموعة 
الموسّعة ۴۶ » التي زودناها سبلي الجمع والضرب وبعلاقة الترتيب الكلي »لا تحقق كل المسلات الثلاث عشرة ٠‏ التي 
أوردناها في (۲,۲۱) ۰ والي تحدد البنية الحبرية للأعداد الحقيقية R‏ . 


نا المدخعل الى التحليل الرياضي 
تمارين 


المسلات الحبرية للأعداد الحقيقية 


ادام 
إذاكان ,× عددين حقيقيين نحيث 0-لز فإن 0=× او 8-0 . 


2-0 / 
إذا كان ,ا عددين حقيقيينء بحيث 0× فإن #0ع« ونج بر .كم ان “ز× «ربور). 


-م 
إذاكان × عددين حقيقيين › فإن الدعاوى الأربع التالية متكافئة : 
«-لا >0 و ×- >لز- و 0>ئ-» و x<y‏ 
برهن كذلك تكافوء الدعاوى هذه » عندما نستبدل بالعلاقة > العلاقة > . 


4-90) 
إذا كانت ولاء .رلا ,,* أعدادا حقيقية ٠‏ بحيث ولا > × و رلا > ,× ءفإن ولا + رلا > ,+ . ونعير عن 
هذا » بأنه يمكن جمع متراجحين للها نفس الإتجاه . بين أنه في الحالة العامة » لا يترتب على YY:‏ > وكاو رلا ك يلكا 

كو Ya‏ - رلا > يح .Xı‏ 


0م 
إذا كان ,× عددين حقيقيين » بمحيث زا >* »وكان 2 عددا حميقيا 'موجباء فإن >2 و 
>> . أما إذاكان 2 عدداً حقيقياً سالباً فإن 2 <عم و ادح 
Zz‏ 2 4 2 


-مىم 
إذاكان لا,* عددين حقيقيين . بحيث ا > >0 › فإن “× >ديو>»0, . 


— 
إذا كان ۾ عدداً حقيقياً موجباً » فإن الدعاوى التالية متكافة ,: 
«-a<x<a(i) « |x|<a (D‏ 
)i(‏ ۾ >× و x> @? )i%( ›-×x>@‏ . 


الأعداد الحقيقية vr‏ 


(A— 1)‏ 
إذاكان »به عددين حقيقيين . بحيث 0 <2 » فإن الدعاوى التالية متكافئة : 


„ X> تق‎ (ii) « x>a ۾ - >× أو‎ )9 |x|» a )( 


4-5 
أبأكان العددان الحقيقيان كد ٠‏ إن إلا + || > انعا > ١إا‏ ناا 
(إستخدم لحل هدا الغرين العلاقات التالية بعد إثياتها : 
تلاج +y* = (xy)? < ) |x| + |y| (١ = + 2|xy|‏ سيم ) 


الأعداد الطبيعية والصحيحة والعادية 


0١-0 
لتكن 4 مموعة جزئية من ۸ ء بحيث 164 » وبحيث أنه إذا كان م عدداً طبيعياً ماء‎ 
فإن کون 4ع( > 3 > 1 :10 يقتضي أن يكون 16۸ +2 . برهن أن سه‎ 


لل 
برهن أنه » أبأكان ه من ۸N‏ » فإن : 
0( )1 +ه2)ز (n+‏ ل +m?‏ ...+3 ++ 
+n)? (iD‏ . . . +2 +1) = تو ب , . , +31 +2 +12 


,9 قابل للقسمة على‎ .« + )2+ 1) + (n+ 2)3 (ii) 
( 1>0 ù) « (1+ < 1+nh+ MAD مر‎ (i» 


(1> h> .)ح0‎ (1h "<1-nh+ RAD د ص‎ 


كي 


ايت عدم وجود عدد عادي × » نحيث 3= *×. وبوجه عام 3 انت أنه ذا کان Pp‏ عدداً طبيعياً أولياً 5 
فلا وجود لعدد عادي × . نحيث م<*<*. 


V4‏ المدخل الى التحليل الرباشي 


نكي 
بين أنه إذاكان × عدداً عادياً مغايراً للصفر » وكان لا عدداً غير عادي , فان كلا من +× ولا* عدد 
غير عادي . 

0 -04) 
لتكن 4,ك,ط,ة أعداداً عادية » و × عدداً غير عادي . بن أن ط٤‏ ڪھ غير عادي في الحالة العامة . منى 
يحدث استفناء لذلك ؟ 


(۲—( 
لیکن ابه عددين طبيعيين. بين أن ۷2 بقع دوماً بين العددين 2 وی ای من خن 
a+b .‏ 
اقرب الى 07/2 ؟ 

ملحن 


برهن أنه » إذاكان لا٫×‏ عددين صحيحين »› فإن +× » و لإ عددان صحيحان كذلك . 


مل 
برهن انه إذا کان ×٫۷‏ عددين صحيحين . نحيث لا >× . فهنالك عدد طبيعي 2 بحيث 2+×=ل. 


(—۸( 
برهن أنه إذا کان ,× عددين صحيحين » محيث 0< › فهنالك عدد طبيعي 2 + نحيث 2ن >« . 


04-۳ 
ليكن "٤2‏ ولنفترض أن ( < :2>)] =«2 برهن أنه ينتج عن مبدأ الاستقراء الرياضي ما بلي أباً 
كانت المجموعة الحزئية 26 من س2 : إذاكان "6۵M‏ > ونتج من كون ×٤0‏ أن 124 + » فإن 

Mm 


نكي ٍ 
بين أن الحموعة 2 في القرين السابق )١4(‏ مرتبة جيدا . 


ك0 
برهن أن أي محالين مغلقين غير منحطين [4لت] و [ط,ة] متكافئان. 


الأعداد الحقيقية د 


كوو 
e :‏ مجموعة الأعداد الحقيقية ۴ تكافىء مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة *۴ ,. 
(إستخدم الدالة ۰ + ۴:۴8 المحددة بالدستور ×م×م=(»)؟ ) 
)—"( م 58 
بين ان المجموعة ۸ تكافىء محال المفتوح 1-0 


(إستخدم الدالة 33 R^]‏ ا محددة بالدستور 40م -00) ) . 


اا لتكن ۸6۸ ,[,4) متوالية من احموعات 4 حيث ,۸ مجموعة قابلة للعد اللامنتي أباً كان 8 من 26 
وحيث © = سه 0 ,له أا كان العددان المختلفان هبه من N‏ . برهن أن 313 مجموعة قابلة للعد 
اللامنتي : أثيت أننا نجدالنتيجة نفسها » حتى ولو م يتحقق الشرط الأخيرء أي لو :تكن اقات A,‏ 
منفصلة مثنى . 


وى 
إذاكان ,8ع 4 و ب8 يخ ؛ وكان © = يھ 4,7 و 2 = يه ^8 فإن ي8 نارظع يق A,‏ . 


كاه 
بين أن محموعة الأعداد الحقيقية ۴ تكافيء الحال ]0,1[ 
( برهن أولاً أن أي يحالين مفتوحين متكافتان . ثم أفد من القرين (57)) . 


[فيكحيفهة 
أثبت أن 0,11[-[0,1]. (استخدم الدالة ]0,1[ -[0,1]:# الحددة بالدستور 


(عندما ‏ =× و ...0,1,2 دم ) حت 
"2 2 
f(x) =‏ 
1 
عندما ‏ »× x‏ 
1 2 ( 


(A— 1)‏ 
برهن أن الحداء الديكارتي محموعتين قابلتين للعد » هو محموعة قابلة للعد . 


(۹—۲)( 
برهن أن محموعة كل المجموعات الحزئية المنتهية من 24 » هي محموعة قابلة للعد . 


۷٦ 


المدخل الى التحليل الرياضي 
الأعداد الحقيقية 
لهم 
أوجد الحد الأعلى والحد الأدنى لكل من امحموعات الحزئية التالية في ۴ : 
{x:-1<x<3}‏ و {x:-1<x<3}‏ و }3 >:>1- {x:‏ 
{x:x< 5}‏ و {x:x<5}‏ و {x:x>s}‏ و {x:-1<x<3}‏ 
0 ام 
بين أنه لا مكن أن يوجد لمجموعة جزئية من ۴ أكثر من حد أعلى واحد وحد أدنى واحد . 
كم 


التكن ۸ مجموعة جزئية من ۴ برهن أن الشرط اللازم والکاني كي يكون ۸ هناد - ١‏ هو أن يكون ا عنصراً 
حاداً من الأعلى ل ۸ وأن يقابل كل عدد موجب ء عنصر ۾ من ۸ ؛ بحيث يكون 86> >غ-8 . 
توصل إلى صياغة ممائلة للحد الأدنى » وأوجد خاصة مميزة ممائلة له . 


م 
لتكن ۸ مجموعة جزئية من ۴ غير خالية وحدودة » وليكن 4 ع8 و ©8282 . أثبت أن : 
inf B< infA » supA < supB‏ 


كان 
لتكن 4 مجموعة جزئية من ۴ . أوجد الشروط اللازمة والكافية كي يكون 4 =۸ صن 


سوم ٠‏ 
لتكن ۸,8 محموعتين جزئيتين محدودتين في ۴ . برهن أن 


sup(AU B) = عنقم‎ ) supA , sup B} 
inf (AU B) = min{ inf A, inf B} 


م 
برهن أنه 5 إذاكانت 5 مجموعة من الأعداد الصحيحة 3 وكان 5 sup‏ موجودا 0 فان supSEZ‏ . 


(أفد من المرين رقم ))۳١(‏ . 


الأعداد الحقيقية VV‏ 


بم 
أثبت وجود مجموعة لا منتبية من الأعداد العادية » ومجموعة لا منتبية أخرى من الأعداد غير العادية » بين 
العددين الحقيقيين ط,4ءحيث >8 . 
لم 
برهن أن مجموعة الأعداد غير العادية كثيفة في محموعة الأعداد العادية بالطريقة التالية : إذاكان كرس 
عددين عاديين » بحجيث 5 >ر.ء فإن العدد غير العادي (1(05-7 -0/2)+, = × محصور بينهها . 
(۲— ۳( 8 
بين ان نظرية ارخميدس (87,؟) تكافيء الدعوى التالية : أيا كان العددان الحقيقيان الموجبان ‏ لبج . 
فثمة عدد طبيعي ماء بحيث يكون لہ >× . 
هوم 


برهن أنه إذا كان ۷× عددين حقيقيين موجبين: فشمة عدد طبيعي هء بحيث يكون 


x< ny‏ < /إ(1 -م). 


(خذ المجموعة ( صر ٤N:×>‏ ) . طبق (8) لتضمن عدم خلو هذه المجموعة » ثم أفد من الترتيب الحيد لأي مجموعة 
جزئية من ۸N‏ (هه",؟)) . 


4١-9 
(من الممكن الإفادة من‎ . 8-1 X> ٠ برهن أنه إذاكان  عدداً حقيقياً ما » فهنالك عدد صحيح 2 بحيث‎ 
نظرية یدن (۲,۳) ومن نظرية الترتيب الحيد (هة ل ؟) . ويمكن الحصول على الحواب بصورة اسع‎ 

باستخدام المسألة (9) : مع ملاحظة أن «:كان هنالك عدأ طبيعيا في حين أنه هنا عدد صحيح . ) 


438-5) 
ليكن 8 عدداً حقيقياً و1 مجموعة غير خالية محتواة في ا حال ]مه + ,وز تحقق الخاصة التالية : «إذاكان 
[علا و Y>×>ھ‏ فإن 1ع* ». برهن أن 1 عندئذ هو إما المحال ]+[ ء أو واحد من 

المحالين ]3.5[ و [طي,ة[ .حيث ط>ه4 . 


لا بد لحل هذه المسألة » من تطبيق مسلمة تمام ۴ (017,81).) 
) من م 


۷۸ الدخل الى التحليل الرباضي 


(f"—) 
برهن على أن الشرط اللازم والكافي كي تكون مجموعة ما 1 غالا( ودا او غير خدود أو منحطا )هوان تتمتع‎ 
بالخاصة التالية : «إذاكان دلا ودلا عنصرين من 4>1وكان × عنصرا يحقق الشرط رر >« > ,لا » فإن‎ 1 
. ))٤١( (أفد من المسألة السابقة‎ . ×1 


64-90 
استتتج من المسألة السابقة (47) أن تقاطع أي جاعة غير خالية من الحالات لابد وأن يكون محالاًرقد يكون 
متحطاً) , 


9-مه؛) 
كفيك صحة متراجحة مينكوفسكي ( Minkowski‏ ) التالية : 
bıl‏ 2 ]+ “ليه +b] »] È‏ يم ع ] 
k=1 k1‏ 4 
حيث مط,...ا و مه....,ه أعداد حقيقية غير سالبة . 


(من الممكن الإفادة من متراجحة كوشي ‏ بونيكوفسكي ).)۳,۱٤(‏ 


5 -45) 
أورد برهاناً على نظرية ديديكند ( 9متاءهءط ) ٠‏ الي ينص عليياكا بلي : 
لتكن ۸,8 محموعتين جزئيتين من ۴ تققان الشروط الثلاثة التالية : 
AUB=R (i)‏ 
A¢#O#B (ii)‏ 
(ن¡) إذا کان معة و D68‏ فإن >4 . 
عندئذ » هنالك عدد حقيتي » ؛ بحيث أنه إذاكان ۾ <× فإن ×٤8‏ » وإذاكان ۾ >× فإن 64× . 


1 
x 
۰ 

0 
“” 

MOC MN‏ © 5 م6 هيم 
"ایا ےی ےا ےکک 


5 


الفصل التالت 


کا فف ل ا 


5 توبولويا القضاءات المترية 
Topology of Metric Spaces ۳‏ 


عندما كان كانتور «u Cantor ٠‏ ق معرض تقصّي خواص المحموعات الحرئية م الغففاء ت د 5 رای ضرورة ايراد 
مفهوم للمسافة بين ن نقاط کل م هذه الفضاءات . وقد ال ترم بأفكا رکانتور ر وطورها عدد من ابر ز ریا اضيي المدرسة الإيطالية 

. 0 0 0 ا . وقد تود 
ف ذلك .اق في مقدمتهم اسكولي ٠‏ ناهءءے » وفولتيرا Volterra‏ وار زيلا ٠» 42٤1 ٠‏ . وقد توج 
هذه الجهود الرياضي الف نسے ي فريشيه Fréchet ٠‏ 0 . حي ن توصل م خلال اطروحته للحصول على درجة الدكتورا اة عام 


5 ۰م إلى ما يسمى اليوم بالفضاء المتري . وما الفضاء المتري إلا مجموعة عناصرها كيفية قد تكن نقاطاً أو متحنيات أو 
دوالك 3 استرات أو متوالیاتر الخ . 0 ٠.‏ وهذه ا مجموعة مزودة عفهوم للمسافة بين عناصرها ملائم لدراسة تقارب 
المنواليات فبا واستمرار الدوال عرق فة علا 1 


۴١‏ الفضاءات المثرية والفضاءات المنظّمة 


Metric and Normed Spaces 


١‏ تعريف 


لتكن × مجموعة ما . ولتكن © دالة حقيقية معرفة على ××× تحقق الشروط التالية 

, أيأكان العنصران × من × . فإن 0< (ر»)5‎ )١( 

(۲) الشرط اللازم والكاني كي کون 0- (2),1 هو أن يكون =× . 

ف أياً كان العنصران ,× من × . فإن («,لز)2 > (ز,*)2 . (خاصة التناظر) . 

)٤(‏ أبأكانت العناصر 2,لر,»ا من × . فإن (2,*) 8 < (2,لا) © +( ر.») ه . (متراجحة المثلث) 
عندئذ بقال إن 2 مترك أو دالة مسافة على × : كا يقال عن الثنائية المؤلفة من المحموعة × ومن 
متك 2 إا فضاء متري » وسنزمز له ب  06,9(‏ 

۷۹ 


۸۰ المدخل الى التحلبل الرياضي 


۲ - ففال 


لتكن × مجموعة ما . ولنعرف الدالة ۸ =× »اك :2 على النحو التالي : 

(عندما ,=× ) 

(عندما »× ) 

بمكن التحقق بسهولة من إن © مرك على × . بسمى 5 بالمترك المنقطع . ويطلق على الفضاء المتري ( 8 
في هذه الحالة اسم الفضاء المنقطع أو فضاء النقاط المنعزلة . 


D(x,y) = { 


۳ مثال 


لتكن ۴ مجموعة الأعداد الحقيقية . ولنعرف الدالة ۸+ ۸ ×۸ :50 بالدستور إلر-»| = (لإ,)2 . م 
1 1 


السهل التحقق بأن 2 تشكل متكا على 8 . يسمى هذا المترك مترك القيمة المطلقة أو المترك المألوف , ويدعى الفضاء 
المؤلف من المجموعة ۸ المزودة بالمترك المألوف الفضاء الححقيقق المألوف . وسنرمز لهب © . 


15" مثال 
لنأخذ المجموعة "8ع أي محموعة المرتبات 8 من الأعداد الحقيقية . حيث ١‏ عدد صحيح موجب . لنعوف 
n 1‏ 
الدالة8 + "2 × "۸ :Dبالدستور )×x-,(*[‏ <] = (2),8 . حيث 
i=‏ 


Ra i) yg = Vore 


من الواضح أن D‏ قق شروط اترك الغلاثة الأول . ولإثبات أن 2 تحقق الشرط الأخير (متراجحة المثلث ) . يتبغي 
ان نلاحظ مسبقا انه اذا كانت لدينا الأعداد رطى...,رطرمة.....ية قان 


ZE E abab‏ ود Gb‏ 2 اع 5ه E‏ احاح «زطوعروين 5 5 يمن 
ie 4/1‏ عياض isn Jet‏ 1= وس 
Ob‏ ده | دحتت E‏ ا ê 2 EDS‏ 2 2 


= بع جع ا 2خ غ2‎ E STE a 2Z kb 
2 a i= = i= 


-2 E a 2 bi -2(Z ab) 
=1 i=l i=ı 


توبولوجيا الفضاءات المرية ۸۱ 
ويترتب على هذه المتراجحة أن + × اھ < »>7(رطج × ) 
وتجذر الطرفين تجد المتراجحة المسماة التالبة بمتراجحة كوشي ‏ بونيكوفسكي : 
IX abıl<l Xal [ZX bi]‏ 
وهكذا «افإذاكاكت. n(‏ =2 ي„ xw cake) gy Fah)‏ 


ابه ثلاثة عناصر من "۴۸ فإن 


] D(x.) + D(y,2 J’ 


E (xy)? + E (y-2) +2 [Z (x =¥). لكام‎ 


8 X (xy) + E 5 ا‎ E 1 ل‎ 


0 


ZX [(x-y)+(y,-2)]*= X تمدع‎ = D’(%,2) 


وبالتالي . فان 5)x,2(‏ < (2,ل)5 + .5)»,y(‏ 


يسمى هذا امرك اترك الألوف ( أو اترك الإقليدي ) على ۴ . كا يسمى الفضاء المشكل من "۸ المزودة بالمترك المألوف على "۸ 
بالفضاء الإقليدي ذي الأبعاد n‏ . وسنرمز له ب .R"‏ 


۵ مثال 


لتكن × مجموعة المتواليات الحقيقية الحدودة . انعرف المترك 2 على هذه المجموعة على النحو التالي : أيأكانت 
المتواليتان الحقيقيتان ن انحدودتان ( رر = بر ولمعا = × فإن (۸6۸: | sup) |», -y‏ = (D)xy۔‏ سني أن 8 


مرك على اء 
تحط .ألا أله كانت لوليا ن محدودتين . فان ط>إملاا و ۵> |۸×| أبأكان العدد الصحيح الموجب 8 . إذن أياً 
كان ٩‏ من N‏ فإن ط +3 > ٠. 0<|x,-y,|‏ وهذا يعني أن امحموعة e neN}‏ مخدودة . وأن 
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(2 :1ملا- ,| up)‏ >0 . وبالتالي . فإن 2 هي دالة معرفة على ××× . وتأخذ قيمها في مجموعة الأعداد 
الحقيقية غير السالبة . نلاحظ بعد ذلك أنه أيأكانت المتواليتان ۷× من × فإنه أا كان 8 من N‏ نجد 
=D(x,y)‏ [للعم : |ملا- |x, —y,| < sup{ lx,‏ <0 


ويترتب على هذا ؛ أن الشرط اللازم والكافي کي يكون 0- (بز,»)2 * هو أن يكون 0 = اءلا- .| أأكان ه من 80 . 
أي أن يكون ملا = م* أيأكان 8 من 26 > وهذا يعني أن .لإا = )x.(‏ أو =× 


أما خاصة التناظر الثالثة فنانجة عن المساواة الواضحة 
Ix, yal :nEN} = { ly, =x,|:neN}‏ ) 
الي يترتب عليها أن (,/ا)ط = (,»)5 


لنفترض أخيراً ٠‏ (.2) =2 و (ءلا -لا و امنا = × أي ثلاث متواليات في × . نرى أنه أبأكان ه من ۸. 


فلن |,2- ما <اء2- ملاا+اءلا- ,| < D)y,2(‏ + ,»)م إذن 


.D(x,y) + D(y,zZ) < أمنو‎ |x, -z2,|: neN} = D(x,z) 
مثال‎ ۹ 


لتكن (×)8 مموعة كل الدوال الحقيقية احدودة على × . أي أنه إذاكان(×)8٤۴.‏ فإن ۴ دالة معرفة على 
Xx‏ » وتأخذ قيمها في eR‏ تیت أنه أيأكان × من × فإن 8 > |(۴)۸| . بفرض 2 عددا حققيا . لتعوف هترا © على 
B(X)‏ كال : ایا کات الدالتان :5:8 من 800 فإن 
sup I(0 -g(0|:xex} ١‏ = سكاع 
إن التحقق من أن © مترلكُ على ()8 يتم بصورة ممائلة للطريقة المتبعة في المثال السابق » لذا نترك هذا الأمر للقارىء . 
ويدعى هذا للمترك بالمترك المنتظم على (×)8 


۷ مثال ( الفضاءات الحزئية من فضاء متري ) 


يكن (663 قضاء مترياً وم محموعة جزئية غير خالية من × . فإذا كان لب× عنصرين في 4۸ . فإن 
D(x,y)‏ هي المسافة بين لا,»* في الفضاء المري )D(‏ . ومن الواضح أن م2 تولد تفهوماً للمسافة بين نقاط 
4 . بيد أن 2 رفي الحالة 6 +ه ) ليست متكا على هم . ذلك أن المثرك على ۸ بد ينبغي أن يكون دالة معرفة على 
AXA‏ + في سين أن 5 دالة معرفة على ××× . ورغم هذا فن المكن تلاني هذا انقص وذلك بأن تز را 
مقصور 2 على ۸ ×۸ :قن اهل يذلاك » التحقق من أن ,2 هو مترك على ۸ : سی D4‏ المترك النسبي 
على ه الناتج من 5 ٠‏ أو مترك الفضاء الحزني على ۸ > کا يدعى الفضاء التي (۸,04) الفضاء الحزني من 
(2,) المولد بالمجموعة 4 . 


تويولوجيا الفضاءات المرية Ar‏ 
۸ مال (الفضاءات الخطية المنظمة) 


يكن 2 أفضاة طا .حفدضا :تمت ل × على أنه دالة أاااء ساحتها × ومداها في 4تقو 
قد على غل ي 
الشروط التالية (حيث رمز الى خيال × وفق هذه الدالة ي 0 ) : 


() أبأكان × من × . فإن 0< ال×اا . 
(؟) الشرط اللازم والكاني كي بكون 0 = !اا ٠‏ هوأن يكون 0=× . 
() أبأكان × من × . وأیاً کان العدد الحقيتي » ١‏ فإن ال«ااإه| = الجا 
(5) أبأكان العنصران × من × . فإن ااواا+ ال«اا> ال+×اا . 
ليكن | || نظبماً على فضاء خطي حقيقٍ . ولنعرف دالة حقيقية 8 ساحتها ××× كا بلي : 
الا- اا = D(x,y)‏ 
من الواضح أنه أبأكان × من × ١‏ فإن 0 <(لا.*)9 استناداً الى (3) » كا أننا نجد اعّاداً على (6) أن : 
لاد<<«ا جه 0دلاز-عر جه 0 = إإر-×ا| جه 0 = (ر,5)x‏ 


كذلك نجد استناداً إلى () أن 
ly <| = yx = D(y,x)‏ |1 - | = لو«-ذ)- | = D(x,y) = lx-—yll‏ 


: وإذا لاحظنا أخيراً بالاعاد على (5) أن‎ 
D(x,y) + D(y,2) = llx—yll + lly - | < || (x—y) +(y— 2| = lx - zl = 22 


استنتجنا أن © مرك على × . 


يعرف الفضاء الخطي النظّم على اناه متري (2,) ٠»‏ حيث × فضاء خطي حقيق . وحيث 2 هوالترك 


على × المعرف بالدستوراإلا-×|| -(9ا,*)هبومن السهل أن نلاحظ بأن المجموعات الواردة في الأمثلة ٤۵۳,۱۴‏ ۱ر۳ د٣٠١٣‏ 
و 75,15 تشكل فضاءات خطية بالنسبة للعمليات الحبرية المألوفة. وأنكلاً من الدوال 2 يكن أن ينتج عن نظم . 


فالنظى في المثال ۴۳.٠۳‏ هو || = اا×اا . 

5 5 

وفي المثال ۳.١٤‏ هو ]مء × ]= |ل«لا ٠‏ 
= 

dlixl = sup{ |x.|:n 6N} هر‎ ۳.٠١ وفي المثال‎ 


ورا فالنظے في المثال 215" هو ×> |۴)0|:x»‏ إصنة = |1|] . ويدعى النظم المنتظم على ×۰ 
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64 ملاحظة 


ينبغي أن ندرك بأنه مكن تزويد مجموعة ما × بأكثر من مترك واحد . فثلاً > يمكن تزويد المجموعة ۸ بالمترك 


5 , 1 1 
Dy) = lz‏ > فضلا عن ارك |لا-*| = (ر»)5 . كذلك فن الممكن تزويد المجموعة 87 بكل من 
7 


المتركين التاليين : 


Dı(xıy) = 2 [x—yıl , D(x) = max{ [xı —Yıl, [Xa — Yl, <, |x, (املا-‎ 


وكمترك آخحر على مجموعة المتواليات الواردة في المثال ۴,٠١‏ نورد المترك 


&x( - ۶ اماحمکلے‎ 
= Z TaD 


ونترك مسألة التحقق من أن 5,4 , ,2 , 8 فعلاً متارك على الحموعات الموافقة كتمرين للقارىء . 
من هي 


1 ملاحظة 


وجدنا أن كل نظيم على فضاء خخطي يولد متركاً . ونود أن نشير الى أن العكس غير صحيح بعامة . وعلى سبيل 
الثال . فلا يمكن أن ينتج المترك ”5 الوارد في الملاحظة السابقة عن نظم على ۸ . وفي الحقيقة . فلو أفترضنا . أن 5 
مود من نظم ماءلكان (12'*.9»| = (8ه,»ه)'2 2 . أياً كانت الأعداد الحقيقية »× . إلا أن هذا غير 
صحبد لأن 3 
بح 


D'(ax,ay)  لفقحمال_‎  لفالعحالا زواع‎ 2),( 
1+ |ax—ay| 1+ lel |x—yl| 


توبولوجيا الفضاءات المتربة Ao‏ 


۲ _ المجموعات المفتوحة 
Open Sets‏ 
لتعريف امحموعة المفتوحة في فضاء متري (0,×) لا بد لنا من البدء بتعريف الكرة المفتوحة كا بلي : 
1 تعريف 


ليكن (04,8) فضاء مترياً . وليكن × عنصراً ما من × وء عدداً موجباً ما . بطلق اسم الكرة المفتوحة 
الي . مركزها × ونصف قطرها > (بالنسبة للمترك 2 ) على المجموعة : 
Np (x,e) = {ye X: D(x,y) < €}‏ 
وإذا لم يكن معرفاً على × مترك خر غير 8 . فن الممكن إسقاط الدليل 8 . والاكتفاء بالرمز .۸×9 . نلاحظ 
أن الكرة المفتوحة ‏ 24.9 لا يمكن أن تكون خالية لاحتوائها على العنصر × . 


هذا وتسمى الحموعة (*] - N)×,٤(‏ كرة مفتوحة محذوفة المركز.ويرمز لها ب N١')x,(‏ 
ناك قال 
لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية الألوف © . وليكن +367 . من السهل التحقق بأن ۸)39 في هذه 
الخال هى المحال المفتوح ]ء جهى-8ة[ . 
بم ا متاك 
ليكن («,×) الفضاء المنقطع )۴.٠١(‏ . إن الكرة المفتوحة . التي مركزها × ونصف قطرها ٠1‏ هي المجموعة 
وحيدة العنصر × . في حين أن الكرة المفتوحة التى مركزها × ونصف قطرها 2 هي المجموعة × بأكملها . 
٤‏ - تعريف 
ليكن («,×) فضاء مترباً . ولتكن لا مجموعة جزئية من × . نقول إن ا محموعة مفتوحة في (2,) 
أو اختصاراً في × . إذا جد لكل عنصر × من لا كرة مفتوحة مركزها × محتواة في لا . 
6م مال 


لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية الألوف ۸ . إن أي مجموعة وحيدة العنصر (ه) من © ليست مفتوحة»لأن أي 
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محال مفتوح مركزه 8 يحوي نقاطاً مختلفة عن 8 ٠‏ وذلك يعني أنه أباً كان العدد الموجب > فإن () 9#,ة)۸. 
كذلك 5 فإن ا مجموعة ]ط,ة] غير مفتوحة ٠‏ ذلك أن أي ف مفتوج متمركز في 3 يتجاوز هذه المجموعة:لأنه خوي 
اعدادا اصغر من 3 . اما المحموعة ]3,6[ 4 فن السهل الت E‏ مفتوحة في هذا الفضاء . 
۹ نظرية 

امحموعة الخالية © وامحموعة الكلية × مفتوحتان في أي فضاء متري (2,). 


البرهان 


لو افترضنا © بجموعة غير مفتوحة ٠‏ لوجد عنصر × فياديحيث أن أي كرة مفتوحة مركزها الا ع عه 
محتواة في © . ولا كان هذا يعني أن 2 غير خالية ٠‏ فإن افتراضنا غير صحيح ٠‏ أي أن © مفتوحة . أما كون الحموعة 
الكلية × مفتوحة » فأمر ناتج من أن أي كرة مفتوحة مركزها أي نقطة في × محتواة في × م 


۷ نظرية 
إن كل كرة مفتوحة ۸)×,9 في أي فضاء متري (06,2) هي محموعة مفتوحة . 
البرهان 


لتكن لا نقطة ما من 200,8 . إن إثبات النظرية يتم إذا ما تمكنا من إيحاد كرة مفتوحة مركزها بر محتواة في 
80,9 . 
لملكان ٤‏ >(1,«)ه . فإن 0 <(ل,×)5-ء = © . سنبين الآن أن الكرة (#,ر)۸ تحقق المطلوب . أي 
أن N),‏ . لنفترض 2 عنصراً ما من (6,للة . عندئذالا*)2-ع- © >(2,¥) 0او 
ع > D)xy( + D)y,2(‏ . واستناداً إلى متراجحة الثلث في تعريفنا للمترك «نستدتج أن ع>2)*,2 . أي أن 
zeN(x,9‏ . وبالتالي ء N(y,#')C N(x,6) il‏ . ه 


تبر لنا هذه النظرية تسمية ا محموعة ۸)×,0 بالكرة ١‏ المفتوحة» . 
8 نظرية 

ليكن (5,) فضاء مترياً . عندئذ : 

. اجتاع أي جاعة من المجموعات المفتوحة .هو محموعة مفتوحة‎ )١( 

(۲) تقاطع أي جاعة هنتهية من ا مجموعات المفتوحة هو محموعة مفتوحة . 


توبولوجيا الفضاءات المثرية AY‏ 


البرهان 


)١(‏ لتكن 1ع1,[:نا) أي جاعة من المحموعات المفتوحة في (06,2 . ولتثبت أن المجموعة ,لابلا - لا 
مفتوحة . إذا كانت اللواعة خالية » فإن لا خالية كذلك ٠‏ وبالتالي مفتوحة (8*.75) . أما إذا لم تكن 
الجاعة (,110 خالية » بل كانت جميع عناصر المهاعة مجموعات خالية > فن الواضح أن لا نخالية 
كذلك ٠‏ وبالتالی مفتوخةا: . لنفرض الآن أن المهاعة غير خالية > وأن في عداد عناصرها حموعات غير 
خالية . وليكن × عنصراً ما من ا . عندئذ » هنالك عنصرما 1 من 1 نحيث ,لاع .ولا 
كانت ,نا مفتوحة . فهنالك عدد موجب ع بحيث ,لاء80*,2 . ويترتب على هذا أن 

ناء120),2 . اي ان لا محموعة مفتوحة . 


(۲) لتكن لدينا الآن جاعة منتبية من المجموعات المفتوحة في (06,2 . ولتثبت أن التقاطع لا هذه اللماعة 
هو بجموعة مفتوحة . فإذاكانت الهاعة خالية . فإن 10-36 . وبالتالي تكون لا مفتوحة (8.53) . أما 
إذا م تكن الاعة خالية . وكانت المجموعة ل خالية . فإن ل مفتوحة . لنفترض الآن أن اللواعة غير 
خالية ولتكن (ءلا,.. (Un, Un..‏ + واف “13 عير وبي × عنصراً من لا . عندئذ 
ولار. . ., XE U, Us‏ «دولا كان كل من هذه المجموعات ولا,...,رلآ,رلآ مفتوحاً ایال أعداد 
موجبة ,6,....دعررة ‏ ميث ;ل € (ع,»«)ل< أيا كان زمن | حتى م . فإذا افترضنا ع أصغر الأعداد 
». فإن (ع.«لاء9,»)لا أيأكان1 . وبالتالي. فإن ,لاء8)*,9 أباً كان 1 
...1,2 -1) . أي أن ناء ,»)لا . وهذا يعني أن ا اتموعة مفتوحة :م 


4 نظرية 


ليك ن ( (06,2 ) فضاء مترباً و لا محموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون لا مفتوحة هو 
أن تكون اجرّاعاً لراعة من الكرات المفتوحة . 


البرهان 


لنفترض أولاً أن لا مفتوحة . ولتثبت أنبا اجتاع' لكرات مفتوحة . فإذا كانت لا خالية . فإنها اجتاع للجاعة 
الخالية من الكرات المفتوحة . أما إذا كانت لا غير خالية . فإن للل عنصر × فيا كرة مفتوحة (,2008,6 . نحيث 
N)»‏ . وبالتالي . فإن ناء (,ء,»)N‏ رلا. كذلك فقد قلنا إنه إذا كان لاع* . فإنه عنصر من الكرة 
ةة SS, NE‏ فأيا كان العنصر × من لا ءفإن × ينتمي الى Uu N(xse,)‏ . لذافإن UCU, N(x,‏ 
وهكذا فان N)×,٤١(‏ رلا = لا . وبالعكس . لنفترض الحموعة لآ اجتاعا لماعة ۴ من الكرات المفتوحة . ولنبين ان لل 
مفتوحة . فإذاكانت 8 خالية . فإن لا خالية كذلك » وبالتالي مفتوحة . لنفترض الآن ٤‏ غير خالية . لما كانت كل كرة 
مفتوحة مجموعة مفتوحة (۴.۲۷) . فإن لا اجياع لماعة من المحموعات المفتوحة . وبالتالي . فإن لا مجموعة 
مفتوحة ®a.(F.TA)‏ 
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41 تعريف 


لیکن (06,2 هاه متناو +7 عنصراً من × . تسمى كل جموعة مفتوحة تحوي × جوازاً للعنصر 5 
هكذا » فإن كل مجموعة مفتوحة في (06,2 هي جوار لكل من نقاطها . 


۲ نتيجة 


نستخلص من التعريف السابق ومن التعريف ۴,۲١(‏ )أنه إذا كانت المجموعة لا جواراً لعنصر × . فلا 
من وجود كرة مفتوحة مركزها *محتواة في لا. وبالعكس . فإذاكانت ل محموعة حيث أن كل نقطة منهامركز كرة مفتوحة 
محتواة في لا ٠‏ فإن المحموعة لا جوار لكل من نقاطها . 

عرفنا في ۳,٠۷‏ الفضاءات الحزئية من فضاء متري . وقد رأينا أنه إذاكان (3,2) فضاء مترياموكانت ۷ 
مجموعة جزئية غير خالية من × . فإن الفضاء المتري (06,8 يختلف عر ن الفضاء المتري ( بطرلا ) . الذي أسميناه 
فضاء جزئياً من (64.8 . وبوجه خخاض ٠:‏ فیس ضرورياً أن تكون المحموعة المفتوحة في (,۲,0) مفتوحة في 
عم .اللاأن الرابطة بين المترك النسبي ,0 والمترك الأصلي 2 توحي بوجود علاقة ما بين المحموعات المفتوحة في 
كل من هذين الفضاءين الأمر الذي تعبر عنه النظرية التالية . 


۴۳ نظرية 


لیکن (K,D)‏ فضاء منزياً ٠‏ ولنكن لا بحموعة جزئية غير خالية من × . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون 
حموعة جزثةٌ ۸ من ال مفتوحة في (Y,D,)‏ » هو أن توجد مجموعة لا مفتوحة في (X,D)‏ م E‏ 
ناملا „A=‏ 


الرهان 

لنفترض أولاً أن امجموعة ۸ مفتوحة في ۷ . عندئذ نجد أنه أباً كان ۾ من ٠4‏ فهنالك عدد موجب ,» 
بحيث ۸> [,ء > (2)9,3 ٤۷:‏ ر) . من السهل التحقق عندئدذ من أن ليع < لقر) ه {ye¥:‏ لع = A‏ 
لتورد الآن المجموعة Û {xeX: D(x. <e,)}‏ = نة. لماكانت 13 اجتاعاً لهاعة من الكرات المفتوحة 
في × ٠‏ فإن لا مفتوحة في × . ونلاحظ عندئذ أن : 

Yn U = U{yeY: D(y,@ <e.} = E 
a€A 
حيث لا مخموعة مفتوحة في × + اوليكن ۾ غتضراً من له .. عندئذ‎ ٠ للفترض أن نآ ملا -ه‎ ٠ وبالعكس‎ 
: لآاع2 ؛ ولاكانت ل مفتوحة في × » فيوجد عدد موجب ع نحيث ل عإء> (ھ,ر)٥ :لاع لا] . وبالتالليي : فان‎ 
{yeY: D(y,a) <<} = ملا‎ {xeX: D(x,a) ملا و(ء>‎ U = A 


وهذا بعني أن .4 مفتوحة في لا . » 


توبولوجيا الفضاءات المترية ۸۹ 


۴۳ الحموعات الغلقة 
Closed Sets‏ 


تعريف 


ليكن (06,8 فضاء مترباً و 4 مجموعة جزئية من × . نقول عن × من × إنها نقطة حدية ل 4 إذا 
تقاطع أي جوار للنقطة × مع 4ءفي نقطة (واحدة على الأقل) مغايرة ل × . ويطلق على مجموعة كل النقاط الحدية 
AJ‏ اسم ا مجموعة المشتقة للمجموعة ذء ویرمز ها 5 D(A)‏ 


ونترك للقارىء البرهان على أن الشرط اللازم والكافي كي تكون × نقطة حدية ل 4 هو أن تقاطع كل كرة مفتوحة 
مركزها × المجموعة 4 في نقطة مغايرة [ × . 


۴۲ مال : 


لتأخذ الفضاء الحقيق الألوف © . ولنختر فيه مجموعة [...,1.1,1,...,1) -4 .إن العدد صفر يمثل 


النقطة الحدية الوحيدة ل 4 . أي أن (0) = (2)4 . ومن السهل . أن نرى بأنه إذاكانت [0,1[ =8 . فإن 
[0,1] = (2)8 . هذا . ولا يوجد مجموعة الأعداد الصحيحة 2 أي نقطة حدية ( © - 2)2 ) . في حين يشكل أي 
عدد حقيق نقطة حدية مجموعة الأعداد العادية © . أي أن ۴ = ©)2 . 


وال ماك 

لنأخذ فضاء النقاط المنعزلة (17.) . ولتكن لا أي مجموعة جزئية منه . لا كان إ×) = (80)*,1؛ أياً كان 
العنصر × من هذا الفضاء . فإننا نستنتج أنه بمكن إنجاد جوار لأي عنصر × من هذا الفضاء لا يحوي سوى العنصر × 
نفسه . وبالتالي . فإن المجموعة المشتقة للمجموعةل هي © . 
4" تعريف : 

لیکن (06,2) فضاء مترياً . ولتكن ۴ بحموعة جزئية من × . نقول عن ۴ إنها مجموعة مغلقة (بالنسبة 


للمترك ‏ ) إذا حوت ۴ جميع نقاطها الحدية . أي إذاكان 8ع 2)8 


۴ مال : 


إن المجموعات الحزئية من © . والواردة في المثال ( ۴.۳۲ )ءغير مغلقة باستثناء 2 . ومن الواضح أن المحال 
[5.ة] محموعة مغلقة في ۴ . وهذا سبب تسميته با محال « المغلق» . 


ال المدخل الى التحليل الرياضضي 


۴۹ مثال 


الجموعة (1 > ر +*»× :+8 > (ز,:)] = 4 مغلقة في الفضاء 5 . لاحظ أنه إذا استعضنا هنا عن علاقة 
التراجح أو التساوي > بعلاقة التراجح > أو < ٠‏ فإن 4 تنقلب إلى يحموعة مفتوحة . 


۷ مال 
أي مجموعة جزئية من فضاء النقاط المنعزلة مغلقة . 
8" _ ملاحظة 


يجدر بنا تنبيه القارىء إلى أن كلمتي «مغلقة ٠‏ و«مفتوحة» لا تنني إحداهما الأخرى»كا يدث في بعض الأمور 
المتعلقة بحياتنا اليومية . فالنافذة المغلقة لا يمكن أن تكون مفتوحة في الوقت نفسه . والمفتوحة لا يمكن أن تكون مغلقة في آن 
واحد . وليس الأمركذلك في المحموعات . فإذاكان × عنصراً من فضاء النقاط المنعزلة . فإن المجموعة (×) مفتوحة ومغلقة 
في آن واحد . كذلك » فإن محال ]ا.ة] في الفضاء الحقيتي الألوف ۸ ليس مفتوحاً ولا مغلقاً في هذا الفضاء . 


4" ملاحظة 


تجدر بنا الإشارة بأنكون امجموعة الحزئية من فضاء متري ‏ (06,8 مغلقة أو مفتوحة أمر تابع للبنية امتزية . التي 

زودنا بها × . فإذا تغي امك » تتغير بوجه عام لمحموعات المغلقة والمفتوحة . لتأخذ مثلاً امجموعة ۸ . فإذا زودنا 8 

با ترك المنقطع ٠ )۴,٠۲(‏ فإن المثال (۴,۲۷) يبين بأن أي مجموعة جزئية من ۸ مغلقة . وبوجه حاص فإن الحال ]ط,ة] 

مغلق في هذا الفضاء المنقطع . أما لوزودنا ۸ بمترك القيمة المطلقة (1,) » فن الواضح أنالمحال ]5,ه] يغدو 
. غير مغلق في ۴ , 


1" نظرية 


لیکن (06,8 فضاء مترباً و ۴ بحموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكاني كي تكون ۴ مغلقة » هو 
أن تكون متممتها ۴-× مفتوحة . 


البرهان 


لنفترض ۴ مغلقة » ولنثبت أن ۴-× مفتوحة . إذا كانت ۴-× خالية:فإن ۴× مفتوحة )۴,۲١(‏ . لتكن 
۴-× غير خالية ولیکن ×عنصراً ما من ۴-× . لماكانت ۴ مغلقة و × خارجة عن ٠۴‏ فلا يمكن أن تكون × نقطة 
حدية ل . وبا ان × خارجة عن ۴ » وليست نقطة حدية ل ۴ ٠‏ فهنالك كرة مفتوحة ‏ ,)20 منفصلة عن 
۴ . وهكذا : فقد وجدنا أنه إذاكانت × أي نقطة من ۴-× » فهنالك كرة مفتوحة مركزها × محتواة بأكملها في 
.6-8 . وبالتالي » فإن ۴-× مفتوحة . 


توبولوجيا القضاءات المترية 4١‏ 


وبالعكس . لنفرض ۴-× مفتوحة . ولنثبت أن ۴ مغلقة . لنفرض جدلاً أن ۴ غير مغلقة . عندئذ توجد 
نقطة حدية × ل ۴ غير منتمية إلى ۴ . أي متتمية إلى ۴-× . ولكن هذا لا بمكن أن يتم . لأنه لماكانت ۴-× 
مفتوحة و ×٥‏ نقطة من ۴-× . فهنالك كرة مفتوحة »)۸ منفصلة عن ۴ . الأمر الذي يترتب عليه أن م 


لا يمكن أن تكون نقطة حدية ل ۴ , ه 


7" نتيجة 


لما کان (85-) -<-5 فإنه يترتب على النظرية (581.) أن الشرط اللازم والكافي كي تكون محموعة جزئية 
نا من فضاء متري مفتوحة في هذا الفضاء . هو ان تكون متممتا مغلقة . 


م.م نظرية 


ليكن (8,*) فضاء مترياً. عندئذ تصح الدعاوى التالية : 
)١(‏ الحموعة الخالية © والمحموعة الكلية × مغلقتان . 

(۲) تقاطع أي جاعة من المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة . 

م اجتاع أي جاعة منتبية من الحموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة . 


البرهان 


)١(‏ لما كان 76-1 © ؛ وكانت × محجموعة مفتوحة . فإن © مغلقة (؟91م.") . كذلك . لا كان 
2-2 -كاءوكانت © مفتوحة . فإن × مغلقة (۳۰۳۹۲) : 
يترتب على هذا . وعلى النظرية (5.م) أنه أياً كان الفضاء المتري (2,)* فإن المجموعتين 2176© 
مفتوحتان ومغلقتان في ان واحد . 


0 لتكن 1ة أي جاعة من المحموعات المغلقة في (06,0 . ولنبرهن أن امجموعة #رمدع 
مغلقة . فإذا كانت المهاعة المفروضة خخالية : فإن ×=۴ . وبالتالي اتيج اتتادا إلى الشو الأول من 
هذه النظرية أن ۴ مغلقة . أما إذا لم تكن المهاعة المفروضة خالية ٠‏ فأيا كان امن 1 . هنالك مجموعة 
مفتوحة بلا بحيث بل -× ۴١‏ . ويترتب على هذا أن 

=N/(X-U) = X-U,U,‏ 0,5 حم 
ولا كانت :لابلا مفتوحة » فإن متممتها ۴ مغلقة . 


(۳) لتكن لدينا جاعة منتبية من الحموعات المغلقة » ولنبرهن أن اجمّاع هذه المماعة ۴ محموعة مغلقة . فإذا 
كانت الماعة المفروضة خالية » فإن © =۴ » وبالتالي + نتسج استناداً إلى الشق الأول من هذه النظرية 


۹۲ المدخل الى التحليل الرياضي 


أن ۴ مغلقة . أما إذا لم تكن الماعة المفروضة خالية » ولتکن (,5,....,5) فثمة مجموعة مفتوحة 
ا ۽ ین با-۴ اکان 1 من اله.....1)-1..يتزرتب على هذا أن: 
F= UF; = U(X-U) = X-N,U;‏ , 


ولا كانت ,0,10 مفتوحة (لأنها تقاطع عدد منته من الحموعات الفتوحة) » فإن متممتها ۴ مغلقة ه 
5 تعريف 


ليكن (06,2 فصاء مترباً و × عنصراً من × ٠‏ وليكن ء عدداً غير سالب . نطلق اسم الكرة المغلقة . الي 
مركزها × ونصف قطرها > على المجموعة : 
{ye X: D(x,y) <e}‏ = ,) وظ 


هذا . وإن لم يكن هناك أ اكثر من مترك واحد قيد الاستعال . فليس من الضروري إدراج الدليل 2 . ويُكتفى 
بالرمز 80,2 للدلالة على الكرة المغلقة . 


وتجدر بنا الإشارة إلى أن الكرة المغلقة 8)*,8 لا بمكن أن تكون خالية لاحتوائها على العنصر × على 
الأقل . 
وقي الحالة 0 ٠=‏ يكون (×) = (8)×,0 . 


هو" نظرية 
كل كرة مغلقة 8)0*,9 في أي فضاء متي (0,9) هي مجموعة مغلقة . 
البرهان 


لإثبات هذه النظرية»يكني استناداً إلى النظرية (8.881) . أن برهن بأن الحموعة 8)»,9 -× مفتوحة . فإذا 
كانت هذه المجموعة خالية . كانت مفتوحة . وإذا لم تكن خالية . وافترضنا بو عنصراً اختيارياً منها . فإن ع < (8):,9 . 
وعندئذ يكون D(x‏ = © عدا ا . ستيرهن الآن أن : 

N(y,€')C X— B(x, 
, ,)م‎ > e = اذا فرضنا 2 عنصراً ما من (#,ر)۸ . فإنء- (,«)ه‎ 
: لدينا‎ 
D(x,2) > D(x,y) - D(y,2) > D(x,y) - (D(x,y) - = ع‎ : 

وهذا يعني أن 8)×,9-× 2 وهكذا . نكون قد وجدنا أن هنالك كرة مفتوحة ۸)۷,١(‏ لأي نقطة من المجموعة 
6-9 مختواة في هذه المجموغة . وبالتالي . قإن 36-8):9 مفتوحة. .وبما أن متممة هذه المجموعة هى 
B(x,e)‏ . فإن ‏ 28)*,92 محموعة مغلقة . م 


توبولوجيا الفضاءات المئرية A۲‏ 
45" ”*- نتيجة 


نستخلص من النظرية ( ۴,۳۹١‏ )»ومن كون أي مجموعة وحيدة العنصر (×) هي الكرة المغلقة ‏ (8)*,0 
أن أي محموعة وحيدة العنصر (×) لا بد وأن تكون مهلقة في أي فضاء متري . 


۷ نظرية 


لیکن (0,92) فضاء مترياً وال مجموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكاني كي تكون مجموعة جزئية 


4 من ۲ مغلقة في الفضاء الحزني (97,لا) . هوأن توجد محموعة مغلقة ۴ في × خيث يكون ۴ ملا =۸ , 
البرهان 
لنفرض أولاً أن ۸ مغلقة في لا . عندئذ تكون ۲-۸ مفتوحة في الا . لذا . فثمة مجموعة لا مفتوحة في 


× بحيث لاملا = ۲-۸ 1.150). ويترتب على المساواة الأخيرة أن (10-) ملا - نا ملا-لا -ه. 


فإذا رمزنا للمجموعة 1- ب ۴ . فإن ۴ ملآ =4 . حيث ۴ مموعة مغلقة في ×. 


وبالعكس . لنفترض أن ۲۸۴ = ۸ حيث ۴ مجموعة مغلقة في × . عندئذ 5 -×)۲۸ = ۷-۷۲۸۴ = ه-لا. 


لکن 2-85 مفتوحة في × ٠‏ اذن له -لا مفتوحة في ¥ أي أن 4 مغلقة في ۷ .» 


14 المدخل الى التحليل الرباضي 


4 - مجموعات جزئية شهيرة في الفضاءات المترية 


Some Important Subsets of Metric Spaces 


۱-تعریف 


لیکن (,×) فضاء متريا . ولتكن 4 محموعة جزئية من × . نقول عن × من × إنها نقطة ملاصقة 
له 4 . إذا تقاطع كل جوار ل * مع 4 . ويطلق على محموعة كل النقاط الملاصقة ل :4 إسم لصاقة 8 , ويرمز ها 
ب(C1)4‏ (او 4 ). 


۲ مثال 
لنأخذ الفضاء 8 . لدينا هنا 8 = (1)0© و 2 = (2)© و ]0,1[ = ([600,1, 
:neN}u {0}‏ ط) = :neN})‏ لي)ن 
n n‏ 
۴ نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون * في الفضاء المتري (06,82 نقطة ملاصقة للمجموعة الحزثية 4 من × . 
هو أن تقاطع كل كرة مفتوحة مركزها × المجموعة 4 , 

البرهان 

إذاكانت × نقطة ملاصقة ل 4 . فإن أي كرة مفتوحة مركزها × لا بد وأن نقاطع 4 . ذلك أن كل كرة 
مفتوحة مركزها × هي جوار ل × (۴.۲۷) . وبالعكس + لرن ان کل كزة مفو مزكرها ن عا 4 ٠‏ ليكن 
نا جوارا ما ل * . عندئذ . هنالك كرة مفتوحة مركزها × ومحتواة في ا (۳.۲۹۲) . ولا كان تقاطع هذه الكرة مع 
۾ غير خال » فان تقاطه لا مه 4 غير خال . وبالتالي . فإن × نقطة ملاصقَة ل 4 .م 

8 5 > ٠ 4 59 


هنالك علاقة بين لصاقة محموعة ‏ والمجموعة المشتقة ل ه تعبر عنها النظرية التالية . 


5 نظرية 


لیکن (0,2) فضاء مترياً و 4 مجموعة جزئية من هذا الفضاء . عندئذ يكون (2)8 داه - (لهلا> 


توبولوجيا الفضاءات المئرية 0 


الرهان 


لفزض أولاً (€°1)4× . فإما أن 6۸× أو 4× . لتفترض #4× . لا كانت × ملاصقة ل 4 و 
4× . فإن أم ي جوار ل * يقاطع ۸ في نقطة (على الأقل) مغايرة ل × . أي أن (€5)4× . وهكذا . نكون قد 
وجدنا عند افتراضنا xeCI(A)‏ أن هع أو (ه)2ء» . إذن (2)4 داحء (4)ك©. وبالعكس . لنفترض 
(2)4 دامع » . فاما همع . وعندها أي جوار ل چ بيقاطع ه رف × على الأقل) وأو (2)4ع: . وعندها أي 
جوار ل × بقاطع كه اشا (في نقطة مغايرة ل *). وني كلتا الحالتين يكون (2*6©1)8 . وهذا يعني أن 
D(AJECI(A)‏ نلق . نستخلص مما سبق أن (2)8 ناه = (ه)ك© . ٭ 


٥‏ - نظرية 
إذاكانت 4 محموعة جزئية من الفضاء المتري (7,2) . فإن (ه)1© مجموعة مغلقة في هذا الفضاء . 
البرهان 


ستثبت أن أي نقطة حدية ل ٠ CI(A)‏ لا بد وأن تتتمي إلى CI(A)‏ . لنفترض جدلاً أن نة نقطة ه* حدية ل 
C(4)‏ عيث x, #C)A)‏ . إذن نجد استناداً إلى ٠ )۳,٤٤(‏ أن به)#42 × و €4 .× . وبالتالي . فثمة 
جوار لا ل × يث © = 1١4‏ . لكن ×٠‏ نقطة حدية ل (1)8© . إذن هنالك نقطة لا بحيث لاعلا و 
(C)A4ع,۔‏ . إذن أء ي جوار ل نالا بد وأن يتقاطع مع ۸ . ولاكان لا جواراً ل لا (فضلاً عن كونه جواراً ل × ) . 
فإن ا يقاطع 4 . أي أن ٠۸۶‏ لاء وبذا نكون قد توصلنا إلى تناقض . « 


5 نظرية 

إذاكانت ۸ محموعة جزئية من الفضاء المري (52,<) ٠:‏ فإن (1)4© هي تقاطع كل المحموعات المغلقة الي 
وي له 

الرهان 


ستبين أنه اذا كانت ۴ أي مجموعة مغلقة تحوي 4 . فإن C1)4(©۴‏ . لفترض (6©1)8ع* . إذن 
دع أو x×€D)4(‏ . فإذاكان €4× › فإن #ع» وبالتالي #ع(8)© . وإذاكان (€5)4× . فإن 
€۴× ء ذلك أنه لوافترضنا أن #۴× فلا يمكن أن تكون × نقطة حدية ل ۴ ؛ لذا فثمة جوار ل × لا بقاطع 
ولا يقاطع بالتالي ىه رلأن معه) . بيد أن هذا أمرلا يمكن أن يتمء ٠‏ لأن × نقطة حدية ل 4 . إذن e‏ 
في هذه الحالة يا CI(A) SF‏ .یترب على ما سيق أنه إذاكاتت peg {Fı},iel‏ المغلقة ٠‏ 
التي يحوي كل مها ه . فإن 1)4(>01,5© . لكن ‏ (48)© مموعة مغلقة تحوي 4 . إذن 
(4) © ع ,رح . وبالتالي › يكون 0,1 - (ه) °1 . ®„ 
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۷ — نتيجة 
يترتب على النظرية السابقة أن (1)8© هي أصغر مجموعة مغلقة تحوي ۸ . 


8 نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون المجموعة المزئية ‏ من الفضاء المتري (5,) مغلقة . هو أن بكون (1)4© -ه . 


البرهان 


إذاكان (6©1)8-<هم . فإن 4 مغلقة لكون (1)8© مغلقة (46.) . وبالعكس . لنفترض ۸ 
مغلقة . لما كانت (8)© تقاطع كل انحموعات المغلقة . التي تحوي 4 (45.) . وكانت 4 مجموعة مغلقة تحوي 
ھ . فإن همع(4)ك© . لکن لدينا دوما (ق4)ك عه (44."). إذن (1)4© = ۸ .٭ 


6 تعريف 


لیکن (0,2 فضاء مترياً ٠‏ ولتكن 4 محموعة جزئية من × . بطلق اسم داخل 4 على اجتّاع كلل انحموعات 
المفتوحة المحتواة في 4 . ويرمز له ب (15:)8 (أو 4°) . وتسمى كل نقطة من (1۸)4 نقطة داخلية للمجموعة ۸ . 


41 نائج 


نستخلص من التعريف السابق النتائج التالية : 

. ۸ إن (8) 10 مجموعة مفتوحة محتواة في 4 . بل هي أكبر محموعة مفتوحة محتواة في‎ )١( 

(۲) الشرط اللازم والكافي کی تكون × نقطة داخلية ل ه. ماناس عوزاد ل × محتوى في 4 . ومن 
الممكن . التحقق بسهولة من أن الشرط اللازم والكافي كي تكون × نقطة داخلية ل 4 . هو أن توجدكرة 
مفتوحة مركزها × محتواة في 4. 


۲ مثال 


الأخذ فضاء الأعداد الحقيقية الألوف 8 . في هذا الفضاء + نرى أن 
Int(]0,1]) = 10.1]‏ و ]0,1[ = Int(]0,1)‏ 5 © = (للاعم: ط )اها و هاما 


توبولوجيا الفضاءات المترية ۹۷ 


أما إذا أخذنا الفضاء الاقليدي ۴١‏ . فإن 
}1 كتير + Int({ (x,y) € R? : x+y? <1} ( = ) (x,y) € R?: x?‏ 


Int{ (x, ):xe R} ( = © أن‎ 


۴ س نظرية 


الشرط اللازه والكافي كي تكون المجموعة الحزئية م من الفضاء المتري (,×) مفتوحة » هو أن يكون(11)۸= ۸ 


الرهان 


إذا كان (4=1۸۲)4 . فإن 4 مفتوحة لكون (1۲)4 مفتوحة )۴.٤۹4۱(‏ . وبالعكس ء لنفرض ۸ 
مفتوحة . لأ كانت (101)4 اجتاع كل المحموعات المفتوحة انحتواة في 4 تعريفاً . وكانت 4 مجموعة مفتوحة محتواة في ۸ 


4 


فن رهلاما عه . لکن لدينا دوما هء لحلادا ١‏ اذ (ذلاما - 4ه 


4 - تعريف 


يكن (2,) فضاء مترباً ولتكن ۸ مجموعة جزئية من × . نقول إن ۸ كثيفة (في كل مكان) في × إذاكان 
CI(A)=X‏ . 
مثال 


إن محموعة الأعداد العادية © كثيفة في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف ۴ . في حين أن مجموعة الأعداد 


5 - نظرية : 


لیکن (2,) فقناء مترياً . وله محموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكاني كي تكون ۸ كثيفة في 


× . هوان تقاصه كا محجموعة مفتوحة غير خالية فى × 
و ل عدي 8 2 
الرهان 


لنشترض أولا ‏ ه كثيفة في × . وأن لا مجموعة مفتوحة غير خالية في × . إذن ثمة عنصر × منتم :الى لا . لا 
كان -(1)8©ء وكان × عنصرا من × ٠‏ فإن (ىم/ا©ع» . وبالتالي ٠‏ فأي مجموعة مفتوحة تعوي × ١‏ لا بد وأن 
تتقاطع مع ۸ » وبوجه خاص » فإن ©1۸۸۶ . وبالعكس . لنفترض أن كل محموعة مفتوحة غير خالية في × 
تتقاطع مم 4 . لتكن * نقطة اختيارية من × . لما كانت كل محموعت مفتوحترحا و ية ل × لا بد وان تتقاطع مع 
ه . إن رماءءح u‏ إذن لهاك ء< . لكن «<اعلمين . إذن 6 -(8)© , أي أن ۸ كيفة في ×.م 


۹۸ 


المدخل الى التحليل الرياضي 


,۴ - التواليات المتقاربة والفضاءات النامة 


Convergent Sequences and Complete Spaces 


. 5 5 070 5 و‎ 5 E alle . 2 8 5 0 

على الرغم من ان احد اهم الأغراض المتوخاة من إيراد الفضاءات المتربة . هو دراسة التواليات امتقارخة بي 
الرياضى - الا أن هذة الدراسة . '< 

راه 2 لا ان هذة ااراسة . لعل 


فضاءات اعم من الفضاءات ”8 ١‏ ال تشكل الموضوع الرئيستى لعل لفحلا 
ال 5 ي ل سن رادي 1 
بدورها على إدراك اعمق لمسالة تقارب المتواليات التي يتناوها التحليل الرباضي التقليدي 


"١‏ تعريف 
يكن (5,) فضاء متريا ٠‏ و ©1,8م*) متوالية في × . وليكن »× عنضراً من × . تقول إن المتوانية 

,× تتقارب هن × ۰ اذا قابل كلا عدد موجب ٤‏ عدد صحيح موجب :۸ . حيث يكون .الات ١.‏ 
(أي ع > لا, ,“)2 ) عندما N)‏ <" . وإذا كانت لاعم,(ء») متقاربة من × . فإلنا نقول إن × نهاية المتوالية 


ونكتب 


lim X, = x ر‎ 


n 3‏ 
من الممكن إيراد هذا التعريف على النحو التالي : تثقارب المتوالية ۸6۸ ,«×) من × اذا حوت أي كرة مفتوحة 


مركزها × جميء عناصر المتوالية باستفناء عدد منته من هذه العناضر (قد يكون هذا العدد مساوياً للصفر) . 
يع عناصر المتوالي 5 یکو يا أنصفر 


۲ مثال 
لتكن المتوالية ۸6۸ , ((,0)] في الفضاء الأقليدي *۴. ولنثبت أنها متقاربة من النقطة (0,0) . لدينا ايا 
كان العدد الصحيح الموجب 8: ل 0:17 لم +:(0-0) ] - ((0,0), زط,120)0.فإذاكان © عدد موجباً ما . 
n n n‏ 


ي عدد صحيح يحقق المراجحة لمحم . فإننا نلاحظ أنه إذاكان × < 8 . فإن 
ي 2 ١‏ 
ج 


0 
1 


. وبالتالي . نرق انه ايا کان العدد الموجب ع . فثمة عدد صحيح مرجب )× . يت 
ت 


|= 
م 
5 


علا n>‏ تقتضى > >((0,0),( 0,1 )9 أو (,(0,0)لاء (ط,0) . وهذا يعن أن (0,0)+ (ط,0) في الفضء *8 . أمال 
ي n n‏ د n‏ 9 5 
زودنا المحموعة ۸ بالمترك المنقطء (7.17) . غدت المتوالية السابقة نفسها غير متقاربة من (0,0) بي هذا النضاء 

: س 2 يي ا . 
المنقطع . وفي الحقيقة . فإن الكرة المفتوحة التي مركزها (0,0) ونصف قطرها 1 في الفضاء المنقطع هي 1۲0.0 
أن متوالية واحدة عناصرها 


(۴.۲۳) . ومن الواضح أن هذه الكرة المفتوحة تستثثي عتاصر المتوالية جميعا . وهكذا . نرى ١‏ 


في مجموعة واحدة . قد تكون متقاربة او غير متقاربة . وذلك تبعا للبنية المثرية التي نزود با اخسوعة . 
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۳ نظرية 
لا يمكن أن يكون لمتوالية 6۸" ,(«×) في فضاء متري (5,) أكثر من نباية واحدة . 
البرهان 


إذا افترضنا جدلا أن للمتوالية ۸6۸ ,(«×) نبابتين مختلفتين لب× ء كان العدد »)4-0 ٠=‏ موجباً . عندئذ 
يكون التقاطع ‏ 200,9 2005.96 خالاً . ذلك أنه لو انتمى عتصر 2 إلى هذا التقاطع “لكان z€EN(y,9‏ 
و و«)لاء»» ولكان D(y,2<é lal‏ و D(x,<e‏ . الأمر الذي يؤدي إلى التناقض التالي : 
ع2 = € +ع > D(x,y) > D(x,2) + D(y,2)‏ =2 


وهكذا ٠.‏ فإن القبول بوجود +بايتين محتلفتين ‏ لاب يقتضي وجود کرتین مفتوحتين منفصلتين مركزاهما ,× . وبما أن × 
نبابة للمتوالية المفروضة ٠‏ فإن جميع عناصر هذه المتوالية ٠‏ باستثناء عدد منته منهاءموجودة في 20)*,92 . ولا كانت 
29 منفصلة عن 19 ل بمكن أن تحوي 209,9 إلا عدداً منتبياً من عناصر المتوالية » الأمر الذي يناقض 
وجوب احتواء N(y,6(‏ على جميع عناصر المتوالية . باستثناء عدد منته منها . لذا . فإن ر=x×‏ .م 


5" نظرية 


الشرط اللازم والكافي لتقارب المتوالية 1,860 م) من × في الفضاء المي (606,8 هو أن يحوي كل جوار 
لعن × جميه عناصر المتوالية باستثناء عدد متته منها . 
١‏ 


الرهان 


لنفرض ×+ ,× و لا أي جوار ل * . لما كانت لا مجموعة مفتوحة . فثمة كرة مفتوحة ۸)×,9 محتواة في لا . 
وتا أن × × تباية المتوالية ؛ فان جميه عناصر هذه المتوالية»باستثتاء عدد منته منها»محتوى .في u N(x,‏ وبالتالي موجود ق 
و E‏ : ر و 3 


وبالعكس . لنفرض أن اي جوار ل × يحوي جميع عناصر المتوالية 6۸ ,(«») باستثناء عدد متته منها . لماكانت 
الكرة 528 حموعة مفتوحة 4 الخد الموجب ٠ ٠‏ فإننا نستتتج أن أي كرة مفتوحة مركزها × توي جميع 
عناص المتوالية لاع .| > باستشناء عدد منته منها . لذا 6 فان التوالية : تتقارب من × .مه 


من الممكن استخدام المتواليات في الفضاءات المثرية من أجل تعيين النقاط الحديةهوبالتالي من أجل تعيين 


الحموعات المغلقة . على نحو ما تبي النظرية التالية . 
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هه." ‏ نظرية 


لیکن (06,2) فضاء مثريا . و عه . عندئذ . يكون : 


)١(‏ الشرط اللازم والكافي كي تكون × نقطة حدية ل 4. هو أن توجد متوالية من عناصر(×)-۸ متقاربة 


0 

(۲) الشرط اللازم والكافي كي تكون ‏ مغلقة . هو أن يكون لكل متوالبة متقاربةءعناصرها في هه نبابة منتمية 
الى ه , 

البرهان 


)١(‏ لنفرض * نقطة حدية ل 4. لذا . أيا كان العدد الصحيح الموجب 8 . فهنالك عنصر م« نحي 
(:!-) م ط؛«كاء ,× . من السهل التحقق بأن هذا يعني أن المتوالية 151,868 (التي من 
الواضح انيّاء جميع عناصرها الى [»| -۸ ) تتقارب من × . 
وبالعكس . لنفرض ۸6۸ ,[«×) متوالية من عناصر [×)-4 . بحيث أن × = ×1 . إذن أياكان 
الحوار لا ل × . فثمة عدد صحيح موجب (واحد على الأقل) 2 نحيث ا6 ,× . لا کان 6۸ ,× 


و **,* . فإننا نستنتج أن أي جوار ل × يتقاطع مع ه في نقطة ( واحدة على الأقل ) مغايرة ل × . 
وهذا يعني ان × نقطة حدية ل 4 . 
(۲) لنفرض أن 4 مغلقة . وأن 5©10,(,*) متوالية من عناصر ۸ محيث ×+ ,× . ولتثبت أن ۸ 6× . 
لنقبل مؤقتاً ‏ أن »»*ءأيههم-كاء».لماكانت ه -× مفتوحة و × عنصراً منها . فإننا نكون قد وجدنا 
جوارا 4-× للنقطة × لا يحوي أباً من عناصر التوالية . وهذا غير ممكن لأن × نباية امنوالية . 
وبالعكس . لنفرض أن لكل متوالية متقاربة في نباية منتمية إلى ۸ . إذا لم تكن 4 مغلقة . فهناك نقطة 
حدية (واحدة على الأقل) × بحيث #۸× . عندئذ نستتتج أنه أباً كان العدد الصحيح الموجب 8 . فهنالك عنصر 
2 عيث («ا-ه) ^ x, N(x)‏ . إن هذا يعني بأن )×.(,١6١‏ متوالية متقاربة في من النقطة × غير 


المنتمية إلى 4 . وهذا يناقض الفرض . لذا » فإن 4 مغلقة . » 
5" ملاحظة 
إذا كانت [1,862م*) متوالية متقاربة في فضاء متي (2,<) . فإنها تحقق الخاصة التالية : أباً كان العدد 


الموجب ٠‏ . فثمة عدد صحيح موجب ء١‏ ميث تتحقق المتراجحة ع >(,*, .)8 . إذا كان مره أي عددين 
صحيحين موجبين يحققان الشرطين علا 2م .علس 5 الحقيقة 7 اذا کان ×+ × فهنالك عدد صحيح موجب 


توبولوجيا الفضاءات المتربة ١‏ 


علا بحيث 2)*,,0>5 عندنا )۸ <ه . ویترتب على هذا أن : 


m,n> N. => D(X ,X,) < 0) 1) + D(x) < + = ع‎ 


ىكز عرق ی کک ی ی و ی وهكناا فان یتب على مااصيق أن كل 
متوالية متقاربة في فضاء متري هي متوالية أساسية . ومن الحدير بالملاحظة أن العكس غير صحيح . آي أن الكالة 
الأساسية ليست متقاربة بالضرورة . وعلى سبيل المثال » إذا عرفنا على المجموعة [0,1[ للمترك النسي بي الناتج عن المترك 
الألوف على R۸‏ . فإننا نجد فضاء متريا . من السهل التحقق من أن tL), neN‏ مول أساسية قي هذا اننا د 
أن هذه المتوالية غير متقاربة . ذلك أن النقطة 0ءالج ني ينبغي أن تكون نبابة للمتوايةالا تتتمي إلى المجموعة [0,1[ 
إن الفضاءات اللتزية ١‏ "التي تكون كل متؤالية أساسية فيا متقاربة ٠‏ 'تشغل مركزا مرموقا في التحليل الرياضي 
وجد من المناسب إيراد التعريف التالي . 


۷ - تعريف 

نقول عن فضاء متري (0,×) إنه تام إذا كانت كل متوالية أساسية فيه متقاربة . 
۸ نظرية 

إن فضاء الأعداد الحقيقية المألوف © تام . 

البرهان 


لتكن 1,8610) متوالية أساسية في . سنعين متوالية من الأعداد الصحيحة 17© 3,1,1 بطريقة التدرج 
على النحو التالي : نحتار ٠ء‏ بيط أصغرعدد صحيح كبر من يه عيث آنه اذا کان يم <ه . ,یہ1 < 5 . فإن المتراجحة 
دة >| ا تقدو احققة". ومن الواضح أن إمكان هذا التعيين للأعداد ع ناتج عن كون وا 
{x,},neN‏ أساسية. لنفرض ,1 لمجال المغلق [*2 + ر,ك , »2 [xe‏ ءا کان “-*22 > ×- xa,‏ ف فن السهل التحقة 
بأن eih‏ . ومن جهة أخرى . م ن الواضح أنه إذاكان يه <م . فإن راع م× . وبالتالي . واستنادً إلى نظرية 
امحالات المتداخلة ( )٠ ٠۹۲‏ . فإننا نستتتج أن للمجالات المتداخلة +1 تقاطعاً غير حال . فإذا افترضنا أن ياع» أ 
كان » . فن الممكن التحقق عندئذ من أن -*2 >|,*«-*ا أا كان 8 غيث يه <ه . وبالتالي . فإن 
× = «× 1۳ا . الأمر الذي يترتب عليه أن المتوالية الأساسية ۸6۸ ,(«×) متقاربة في 8 . أي ان فضاء الأعداد 
الحقيقية ا مألوف تام . 


4" مثال 


لتأخذ الفضاء الإقليدي © (14,") . سنبين الآن أن هذا الفضاء تام استناداً إلى تمام الفضاء ۴ . 
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الرهان 


لتكن اعم ,(*] متوالية أساسية مز ن عناصر "۴ . يعني هذا أنه يقابل کل عدد موجب ع عدد صحيح 
موجب ۸ عيث تتحقق المتراججعة ۾ > ونير م (X«‏ 0 أيا كان العددان الصحيحان الموجبان و,م اللذان يكبران 
.ولك برق E‏ و عا اداه أيا کان قو.,1,2سع1 فإن ع > × ×| أياً کان 
العددان الصحيحان الموجبان 4,م اللذان يكبران × . وهذا يعني أن 80 ©م,( م1 متوالية عددية أساسية . ولا كان 


وك کت ف E:‏ 5 0 
الفضاء ۴ تاما . فان المتوالية متقارية . لن أن ٭× = عع نا. وان (م,. . .,يلاءلا) = کعندئذ نری بوضو- ان 
لفضاء إن المتوالي ربة . لتفرض أن » lim Xe‏ وان ( ,۰ ۰ےل« نرى بوضوح ان 


× =× نا وبكون بهذا قد برهنا على أن أي متوالية أساسية في الفضاء الأقليدي ”۴ متقاربة . أي أن هذا الفضاء 


اذ" نتيجة 


لما كاد نت كل متوالية متقار ربة في فضاء متري هي متوالية أساسية . فإن المثالين السابقين یبینان بأن الشرط اللازم 
والكاني كي تكون متوالية في في فضاء الأعداد الحقيقية المألوفأو بوجه | أعم + . في الفضاء الأقليدي ذي الأبعاد 5 .متقاربةء 
هو أن تکون مولي الساسية فى ل من ھذیں الفضاءين . وبعبارة أخرى . فإن صف المتواليات الأساسية في كل من هذين 
الفضاءين بتطابق وصف المتواليات المتقاربة . 


ب یا الفضاءات التامة . يكن في أنه عندما بنبغي إثبات تقارب متوالية في فضاء تام . كن البرهان على 


أن هذه لمنوالية لية أساسية . وهذا يعفينا من ا > عن اة هذه المتوالية . ولايضاح هذا نورد المثال التالي 


۲ س مثال 


EE‏ ۸ متوالية في ۴ نحيث3 = ,1 = :في حين تتحدد بقية العناصر بالدستور 
( + ...)= و.ءة أياكان 8 من ۸. من الممكن التحقق من أن لد = إمه- ما ابا کان م من ×۔. 


وبالتالي . فاذا افترضنا "<١‏ . نيد 


= امقحومقا +ع +إودوهة- د مو|+|-مة- lên‏ < إبة- [aw‏ 


e | + E e 
د2‎ 204 2-2 

ل لبد .صلب ل 
دمو مم2 و و 


وبالتالي 5 فإذاكان ع عدداموجاها. ف الواضح وجود عدد صحيح موجب علا . عيث 2-4 5 


توبولوجيا الفضاءات المترية 1۳ 


٤ 
غندئذ . نلاحظ ان‎ ۳,۸۶ N, لنفترض 10,7 عددين صحيحين موجبین حيث‎ 


mn> N, => 2722" = 2122+ > پل ج رد2‎ <=> |an -a,|<e 
2 2 


وبالناني . فإن متواليتنا أساسية . وما كان الفضاء ۴ تاما (۴ )۳.١۹‏ . فإن هذه المتوالية متقارية . 


سنختتم هذا البند بإبراد واحدة من أهم نظريات علي التحليل الرياضي . ذلك ا أداة فعالة عند البحث في العديد 
من نظربات الوجود في المعادلات التفاضلية والتكاملية والحبرية . وسنقدم هله النظرية بالتعريفين التاليين 


*4ه,” - تعريف 
لتك × بجموعة غير خالية . ولتكن ا :م دالة ما . نقول عن ,× من × انها نقطة ثابتة للدالة © . 
إذاكان × = (ه×)صم. اي إذا لم يتغير خيال × وفق الدالة ب 


إن كثيراً من الا ل . الى تبحث ع ن وجود شيء رياضي ما . ليست في واقع الحال سوى مسائل هدفها البحث عن 
وجود نقطة ثابتة لدالة معينة . وعلى سبيل المثال . فالشرط اللازم والكاقي كي يكونللمعادلة0 = 7+×-*×5-*×حل 
حقو . هو أن يوجد للدالة 7+*×5-*× = («) م نقطة ثابتة 


145" تعريف 


ليكن (2,×) فضاء متريا . ولتكن 3+ :م دالة ما . نقول عن ب إذها دالة تقليصءاإذا وجد عدد حقيق 
© .غيث 0>26>1 . واعيث 


D(p(x),(y)) < aD(x,y) 


ا 
لنأخذ المجموعة [ (o,‏ المزودة بالمترك النسيي الناتج عرد ن المترك الألوف على ۸ . ولنعرّف على هذه الحموعة الدالة 
ب المحددة بالدستور *× = (×)ص . للاحظ أله اکان [ 04 x,y‏ . فإن 
الو = ×| كه او ×| | + ×| = رهز = ااب )ما 


لذا فإن م دالة تقلبص 


ل الدخل الى التحليل الرياضي 


4ه," ‏ نظرية. النقطة الثابتة 
ليكن )×,٥(‏ فضاء مثريا تاها و × +× :م دالة تقليص . عندئذ . ثمة نقطة ثابتة وحيدة للدالة ب , 
البرهان 


أياكان العنصران ¥× من × . فإن(2),9ه > ((9)ص,0:)م)2»حيث 1 >6 >0 . لنفترض ,× عنصراً ما 
من ا . ولنعرف المتوالية ١6۸‏ , (م) بالمساواة (, م«)ب = ,#«دحيث ...,8-1,2 نلاحظ أنه أياكان العدد م من 
N‏ فإن 
D((Xn - J,e(x,))‏ = ,)ام 


< a D(Xn-ı,Xn) 


< a" D(X. ,X) 
وهكذا . فإذاكان ۾ <" فإن‎ 
اعم‎ 
DGS 2 DK 
mn 
اعم‎ 


< D(xo,Xı) Z a" < a" D(xo,X) 2 al 


کا سک 
©-1 


من السهل ملاحظة أن هذا يعني بأن 6١‏ ,(,*) هي متوالية أساسية . ولا كان الفضاء (06,8) تاما ‏ فإن هذه 
امتوالية تتقارب من نقطة ما × من 6 . أي ×+ × . وبا أن 


D(p(x),x,) = D(p(x),e(x, _ J) > aD (XX. ,)‏ 
فن السهولة بمكان رؤية أن )ب + م* . ولا كانت المتوالية في فضاء متري لا بمكن أن تتقارب من نبايتين محتلفتين . 


فإن × = )أي أن × نقطة ثابتة . هذا . ولا يمكن وجود نقطة ثابتة أخرى ل م . لأنه لو افترضنا جدلاً أن نة نقطة 
ثابتة لا ل م محتلفة عن × . لكان 0 *#(2)*,9 من جهة . ولكان من جهة أخرى 


D(x,y) = D(e(x),(y)) < a D(x,y) 
الأمر الذي لا بمكن أن يتم لأن 1 >» >0ه‎ 


توبولوجيا الفضاءات المثزية E‏ 


۹ الفضاءات المتراصة ( الملتحمة ) 


Compact Spaces 


يعتبر التراص في الفضاءات المترية . والذي كان اول من اورده فريشيه عام 05م . من اهم المفاهيم 
التوبولوجية . وسنرى في الفصول اللاحقة أنكون الفضاء الي منراصا يسيغ عليه كثراً من الخواص افامة . 


تعريف 


نقول عن جوعة من المحموعات الحزئية ٨‏ من فضاء متري (06,2 . إنها تغطى × . أو إنما تغطية ل × . 
إذاكان اجماع عناصر 7 يساوي × . وتسمى هذه الماعة تغطية مفتوحة ل × إذا كانت عناصرها حموعات مفتوحة 
(X,D) 8‏ وتغطي 0" 


۲ تعريف 


نقول عن فضاء متري (7,×) إنه متراص ( أو ملتحم ) » إذا حوت كل تغطية مفتوحة 36 ل × جاعة جزئية 
منتبية من 30 تغطى × كذلك + أي إذا حوت كل تغطية مفتوحة ل × تغطيةٌ جزئية ية ل ×. 


۴ فال 


03 فضاء (,) مولب من عدد منته من النقاط ماص » وذلك » لأنه اذا كانت 114 أي تغطية مفتوحة 
ل .۰ )x‏ = × ء فهنالك عناص »ع ,ل....,رنا نحيث ولاء مءا, ...,ولاء,«* وبالتالي . فإن 
اواو بتكل تقظية ج ية امن 14 


٤‏ مثاك 


لنأخذ المجموعة ]10.1 = × المزودة بالمترك النسبي © الناتج عن المترك المألوف على ۸ . من السهل التحقق أن 
أن المدعة (لاعم, ]لسك[ تشكل تغطية مفتوحة ل ]0,1[. ونترك للقارىء التحقق كذلك من أن هذه:التغطية لا 
بمكن أن نري تغطية جزئية منتبية.. وبالتالي . فالفضاء (0,8) ليس متراصا . وسترى في (8,744) » أنه إذا استعضنا 


عد المجموعة × بانحموعة [0,1] » فإن الفضاء الحديد يغدو متراصا . 


1۹ المدخل الى التحليل الرباصي 


6" - تعریف 


ليكن (8,) فضاء مترياً ولا مجموعة جزئية من × . نقول عن جاعة 6 من الحموعات الحزئية من × 
إا تغطية ل الاءإذا حوى اجتّاع عناصر هذه الاعة المجموعة لا . ونقول عن الا إنبا متراصة في × إذا كان الفضاء 
الحزني (+۷,2) متراصا . 


5 نظرية 


ليكن (2,<) فضاء مترياً و ¥ مجموعة جزئية من × . إن الشرط اللازم والكافي كى تكون لا متراصة في × 


3 


هو أن تحوي كل اتغطية ل لا بمججموعات مفتوحة في × تغطية جرئية منتيية ل ¥ . 
الرهان 


لنفترض الا متراصة في × . ولتكن (4/(:161) تغطية ل لا بمجموعات مفتوحة في ×. عندئذ . تشكل 
المهاعة ۷,161 4,۸)تغطية ل لا بمجموعات مفتوحة في لا . وبالتالي. فهنالك جاعة جزئية منتّية [(ه,. . .,1]ع ٠:)‏ ,,4) 
تغطي لا بمجموعات مفتوحة في ۲ . وعندها . تشكل ((ه,...,1)©: 4] تغطية جزئية E‏ من التغطية المفتوحة 
sie}‏ عق ل ¥ وبالكنى . للفترض حقق شرط النظرية.. ولیت أن. راصق ا , تكن 113 رنها 
تغطية ل لا عجموعات مفتوحة في × . لنقابل كل 1 من 1 مجموعة 4 مفتوحة في × . یٹ به م ۷= ,له.إن 
(161: 4 تشكل تغطية ل ۷ بمجموعات مفتوحة في × . وبالتالي . نجد استنادا إلى الفرض تغظية جزئية منتية 


...1ع :k‏ ريه ذلا. وعندئذ تكون [[ه,. ..,16]1: ,'ه) تغطية جزئية منتبية من (161: ,"1)4 ۷ . » 


هذا . ونترك للقارىء التحقق من صحة النظرية التالية , 
/ا,” ‏ نظرية 


ليكن (3,2) فضاء متريا . ولتكن الا بجموعة جزئية غير خالية من × . إن الشرط اللازم والكاني كي تكون 
مجموعة جزئية ۴ من الا متراصة في ۷ هوان تكون 8 متراصة في × . 


8 تعريف 


ليكن (06,8 فضاء مترياً و(1ع1: ,هم جاعة من المجموعات الحزئية من × . نقول عن (161: ب14 إنبا 
جاعة متمركزة ( أو جاعة متمتعة بخاصة التقاطع التي ) إذا كان لأي جاعة جزئية منتبية من [11,: 18 تقاطع غير 
خال . 

إن تقديمنا هذا التعريف يساعد في إيراد معيار بالغ الأهمية من معايير تحديد الفضاءات التراصة . وذلك من خلال 
النظرية التالية . 


توبولوجيا الفضاءات المترية 1۰۷ 


۹ نظرية 


الشرط اللازم والكاني كي يكون فضاء متراصاً هو أن يكون لأي جاعة: متمركزة 5161 ۴) من المجموعات 
الحزئية المغلقة في هذا الفضاء تقاطع غير خال . 


البرهان 


٠ 648‏ ول أن 6/89 لنفترض مؤفا: آ2 0۴+ عة بكرن 2-1218 × أو 

× = (۴-×)بلا. ولا كانت ×-۴١‏ مجموعة مفتوحة في (06,0) أيا كان 1 من 1 . فإننا نستنتج أن 

(1-85,:161 تشكل تغطية مفتوحة ل (2,) . لكن (3,2) فضاء متراص . إذن نة تغطية جزئية منبية . 
ولتكن (له,...1 ]اع : ,۴ -×). من التغطية المفتوحة[1ع1: ,۴-×)للفضاء (0,2) . ويترتب على هذا أن 
(,,5-<)ل] - ».أو ,,لم» = × الأمر الذي ينجم عنه أن © = ,5 أ). ولكن هذا يعني أن الجاعة 
(11: ۴] غير متمركزة . وهذا مناقض للفرض . وبالتالي ؛ فإن © ۸,۴,۶ . 


ليكن (0*,2) فضاء متراصا . ولتكن 1613 :45 . أي جاعة متمركزة من الحموعات الحزئية المغلقة في 


وبالعكس . لنفرض أن لأي جاعة متمركزة من الحموعات الحزئية المغلقة في الفضاء (2,×) تقاطعا غير خال . 
ولغبت أن (5,) فضاء متراص . لتكن 1611: إلا أي تغطية مفتوحة هذا الفضاء . عندئذ . يكون 
© - ,لابلا-6ا. أو © = (ل1-»)رم . ولا كانت ,ل -× محموعة مغلقة في (06,8 . فإننا نستستج أن جعة 
المجموعات الحزئية من × المغلقة (1ع1: :لا1-#) ليست متمركزة . وبالتالي .> نجد استنادا الى التعريف (7.58) ان 


هنالك عدداً منتبياً ,لا -»,....,,,لا-كا من عناصر المماعة[161: ؛لا-). بحيث أن © - ( رلا -×)0 أو 
: 1 


© - ,,نال-» . الأمر الذي يتعين عليه أن× = ,ا 0 . ولكن هذا يعني أن ([«,...,6)1٤:,لا)‏ تشكل تغطية 


جزئية منتية من التغطية المفتوحة الاختيارية [161. ,نا للفضاء (2,) . أي أن (06,2) فضاء متراص م 
1 نظرية 
أي جموعة جزئية مغلقة في فضاء متراص (2,×) لا بد وأن تكون متراصة في .× 


البرهان 


ليكن (8,) فضاء متراصا . ولتكن 4 مجموعة جزئية مغلقة في . (,06 . لنفترض [1©1: 15 أي جعة 
متمركزة من الحموعات الحزئية من 4 والمغلقة في ( ,8,5). لما كانت ۸ مغلقة في (2,*) . وكانت ۴ مغلقة في 
(رط.ه) أياكان 1 من 1 . فإن ۴١‏ أياكان 1 مغلقة في (©,06 . وبالتاني » فإن (5,':361) جرعة 
متمركزة من المحموعات الحزئية المغلقة في (0,2) . ولا كان (0,82) متراصاء فإن 6,1,2 استنادا لی 
(۳.۹۹) . وهكذا نرى أن لأي جاعة متمركزة من الحموعات الحزئية المغلقة في (4,24) تقاطعا غير حال . إذن 
فالفضاء الحزني ( (4,04) ) متراص . 


۱۸ ادل الى التحليل الرباضي 
۲ تعريف 


نقول عن محموعة ۸ من فضاء متري (2,×) إنها محدودةءإذا وجدت كرة مفتوحة N)x,,K(‏ 
مركزها نقطة ما 5 من ×+ ونصف قطرها عدد حقيق موجب ٠ K‏ نحيث AC N(x,,K)‏ . 


54," - نظرية 
كل محموعة جزئية متراصة 4 في فضاء متري (2,“<) لا بد وان تكون مغلقة ومحدودة . 
الرهان 


کک ته ضرا اختيارياً مثبتاً في ۸-×» وليكن ل عنصراً من 4 . من الواضح أن نة جواراً x J U,‏ 
وجوارا ر۷ للا بحيث © = رلا رلا . (إذا رمزنا للعدد الموجب (لا,*2)0 ب2 مثلاً . فن الممكن أخذ 
,)2 = رلاركء,»*)لة = رنا). إن المواعة له ©لا: ر۷) تشكل تغطية مفتوحة :ل ۸ بمجموعات مفتوحة في × ولاكانت 
ة متراصة . فثمة عدد منته من النقاط ‏ في 4 . ولتكن ملء...,رل . نحيث تشكللله,...,16]1: ١ر۷‏ )تغطية 
منتورحة ل 4 (55,) . لنفرض أن ,,لال) = لا و ,رللا = ۷. من الواضح . أن لاء* و ۸6۷ 
و © =۷ هنا . وبالتالي » نكون قد وجدنا أنه أيا كان العنصر × من 4-× . 1 عالق فيك 
ه-× علا . إذن 4-× مفتوحة (لماذا؟) ؛ أي أن 4 مغلقة . 


بق علينا إثبات محدودية ه . اذا كان «× عنصراً اختيارياً من ءفإن الكرات المفتوحة (80),,8 ٠‏ حيث 
٠‏ = «تشكل تغطية مفتوحة ل × . وبالتالي ل 4 . ولا کانت ۸ متراصة. وكانلم, ,»)۸ 2 (1 +ه,,»)للأيا كان 


5 . : 
دمن N‏ . فثمة عدد صحيح موجب ,1 نحيث (لظرن8)ل2 عه . وهذا يعني ان ھڅ غدودة ‏ ۾ 


إن عكس هذه النظرية غير صحيح بعامة » الأمر الذي ببينه المثال التالي : لتكن × مجموعة غير منتبية . ولنزودها 
بالمترك المنقطع © 11 )من ا لواضح .أن X‏ بجموعة مغلقة )۳١۳۹۲(‏ وحدودة (لأن 2 ,“)لا ×٤‏ حيث ×عنصر ما من 
(tr) X‏ بيد أن هذا الفضاء ليس متراصاً ‏ ذلك أنه لا يمكن أن نستخلص من التغطية المفتوحة 71 ©*: ا لهذا 
الفضاء تغطية جزئية مندبية . اذ أن أي ي تغطية جزئية منتبية من هذه التغطية لا تغطي إلا عددا مثتهيا مر ن غتاضر عدن آي 
تغطي × بأكملهاءلكون × غير منتبية . وهكذا نكون قد وجدنا بأن كون المجموعة الحزئية من فضاء متري (5,×) مغلقة 
ومحدودة لا يثزتب عليه أنه متراصة . الا أنه من ن الاهمية بمكان أن نعلم بأن هذا العكس بصح في الفضاءات الاقليدية ص 
ابا کان العدد الصحيح الموجب ١‏ . وسنقتصر في النظرية التالية على إثبات هذه الدعوى في الحالة 1=" . أي في حالة 


لمضاء الحقيق امألوف 


توبولوجيا الفضاءات المترية ۱۰۹ 


45 ۳ نظرية (هاين ‏ بوريل Heine-Borel‏ ) 


كل محموعة مغلقة وحدودة 8 في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف © لا بد وأن تكون متراصة في © . 
البرهان 


لماكانت 8 محدودة . فهي محتواة في كرة مفتوحة (۸)×,,۸ في © . أي في حال مفت ‏ ]8.6[ مغلا . فاذا 
رمزنا للمجال المغلق [3.6] ب لا. فإننا نستنتج أن لا 86 . لنأخذ الآن الفضاء متي )۲١٥,(‏ حيث ١ا‏ هر 
امترك النسي على لا الناتج عر ن المترك الألوف على R‏ . لماكان 8 6لا = . وكانت © مغلقة في الفضاء الكلى © 
فضا . فإن 8 مغلقة في (,2,لا) (۳۹۲و۴) . وإستناداً ! ROR‏ للبرهان عا لى أن:8 .متراصة في 
( ,0 ,)ابات أن ار [ط.ة] - ۷ متراصة في ۴ 


لتكن [اع1: لا! تغطية مفتوحة ما ل [3,5] . حيث كل من ,لا محموعة مفتوحة في 8 . ولزمز ب ۸ 

مجموعة العناصر × من [3.68] نحيث يكون ل [.3] تغطية جزئية منتبية من التغطية [121: لا .إن 4 غير 
خالية . اذ أنها تحوي العنصر 8 على الأقل . كذلك . فإن 4 محدودة من الأعلى . إذ أن ا عنصر حادٌ من الأعلى 
ل 4 . واستناداً الى مسلمة العام (1ه؟) . فإننا نستنتج أن ل 4 حداً أعلى . أي أن ثمة عددا " خيث مده - مد . 

ستيه ين أن « يتتمي إلى ]a[‏ . م ن العلوم أن أي ي جوار للحد الأعلى 1m‏ ۾ لا بد وأن بقاطع ھ . لکن 
)5 7 عه . إذن اي جوار :2 لا ته وات يتقاطع مع [ط,ة] . وبالتالي me CI((a,b]) ilê‏ ج لک 
Cl([a,b]) = [a,b]‏ لأن [طية] مغلقة في ا إذن [3.6]ء m‏ . لنفترك ى أن عنصر التغطية (1€1: ,۷| 
الذي غوي ٣هو‏ ,لا . لما كان هذا الحوار ل ۳لا بد وأن بتقاطع مع A‏ و من ۸ . غعيث 
۴>۳ .. ويحيث ,لاع . واستنادا الى تعريق ۸ ٠‏ نالك تغطية جزئية منتبية ل [3,1] من التغطية المفتوحة 
{U, :11(‏ . فإذا كانت هذه التغطية الحزئية هي ( ,,لا,.. .. بلا ). فإننا نستلتج أن(م,لا... ...نارم نا) تشكل 
تغطية جزئية مني ل [0,ه] من التغطية المفتوحة 1613 ,لا) ل [طبة] . فإذا أثبتنا أن 5-6 . فإننا نكون قد أتممنا 
ايعان غل لى ما نبغي. في الحقيقة ٠‏ إذا افترضنا مؤقنا أن طا > دم . فإن هنالك عناصر أكبر من ص ي [a,b]‏ محتواة في 
ولا . وهذ ذا يعي أن هنالك عناصر من ۸ أكبرمن ص رلأن هذه العناصر التغطية آرءنا... ورلا نقسها) 3 الأمن الذي لا 
کن أن بقع لان همي - م . وبالتالي . فإن =" . 


وهكذا . فإن (,©,لا) فضاء متراص و 8 محموعة مغلقة في هذا الفضاء . اذن ۴ متراصة في هذا الفضاء اخزني 
(Y,Dr)‏ من .R‏ وبالتالي 5 فإن E‏ متراصة في © a.(TAV)‏ 


توفر النظريتان الأخيرتان صفة مميزة بسيطة للمجموعات المتراصة في الفضاء 8 . ذلك أنه يترتب غلبي أن 
الشرط اللازم والكاني كي تكون مجموعة جزئية من ۴ متراصة)هو أن تكون هذه الحموعة مغلقة ومحدودة . ور 0-0-7 
النظرية الأخيرة تتعلق بالفضاء “اءفهي تصح كذلك 3 "۸ . وبالتالي . فالصفة المميزة الى ذكرناها للمجموعات المتراصة 


في © تبقى صحيحة في الفضاءات "۴. هذا . ولا توجد صفة مميزة بسيطة للمجموعات المتراصة في الفضاء لري 
العام لا ٠‏ يتوجب علينا أن نبحث في الصفات المميزة للمجموعات امتراصة في كم ل فضا ء اموي لاخدا 


وغالاً ما تكون هذه المسألة غابة في التعقيدءإلا أنها واحدة من أهم الال اي التتطيل اباي 


6 - تعريف 
إنه متراص بالتوالي . إذا حوت كل متوالية في × متوالية جزئية متقاربة . 


قان عن ا متي (X,D)‏ 
ان يرجع القارىء مثلا إلى المرجع الذي يشغل 


د الآن : نظرية دون ان نقدم البرهان علا . ومن الممكن 
لزنيب 7 02 في قامة المراجع . 

. 
5 نظرية 


الشرط اللازه والكافي كي يكون المضاء المتري متراصا هو أن يكون هذا الفضاء متراصا بالتوالي . 


نوبولوجيا الفضاءات التربة 1۱۱ 


۷ الفضاءات المتصلة ( المترابطة ) 


Connected Spaces 


إذا رغبنا في تقديم تعريف بعيد عن الدقة الرياضية للفضاء المتصل . قلنا إنه فضاء متري مؤلف من " قطعة 
واحدة “. وبدرجة ممائلة من الدقة . بمكننا القول عن فضاء متري إنه غير متصل . إذا كان مؤلفا من" قطع منفصلة" 
إحداها عن الأخرى . وعلى هذا الأساس . فقد تحال محموعة الأعداد الحقيقية ۸ المزودة بمترك 2 فضاء منصلا r‏ 
حين نعتبر انحموعة (8-10 الزودة بالتوبولوجيا النسبية فضاء غير متصل . بيد أن الأمر ليس كذلك . إذ سنرى أن كلا من 
هذين الفضاءين قد يكون متصلاً أو غير متصل . وذلك منوط بالتوبولوجيا التي تزود ها المجموعة ۸ . وسنعكف في هذا 
البند على تقديم تعاريف رياضية دقيقة للفضاءات المتصلة وغير المتصلة . وإنعاد الخصائص الرئيسية هذه الفضاءات لأهميتها 
البالغة نحد ذاتبا .. ولساهمتها الفذة في تطوير بعض نواحي التحليل الرياضي وعلم الغندسة . 


١‏ تعريف 


بقال عن فضاء متري (2,) إنه متصل أو مترابط . إذا لم تكن × إجتّاعا لمجموعتين جزئيتين غير خاليتين 
منفصلتين ومفتوحتين في × . وإذا لم يتحقق هذا الشرط . فإننا نقول إن (5,×) فضاء غير متصل . أي أن الفضاء غير 
المتصل (0,) هو الذي يمكن أن يعبر عنه بإجياع مجموعتين جزئيتين غير خخاليتين منفصلتين ومفتوحتين في × . هذا . 
ونقول عن محموعة جزئية 4 من × إذها متصلة (غير منصلة) في × . إذاكان الفضاء الحزني ( ,8,52) متصلا (غير 
متصل ) . 


"ار" نتيجة 


من الواضح . أنه إذا کا۷ دالا د ا. حبث الاولا محسوعتان «نفصلتان ومفتوحتان في × . فإن 7, نا 


دوعن قان بف فى چ , یقرب عل هذا . أن الشرط اللازه والكاء ل كن بكون الفضاء (٥,٭)‏ غير متصل 


(متصلا) . هم إن يككون ولا يككون) بالإمكان التعبد عن × باجا محسوعتين جزئيتين غير خاليتين ملفصلتين وه 


. 


۷۴ مثاك 


اناي مخسوعة وحيدة العتع في فضاء متري (06,2 . لا بد وان تكون متصلة . 


11۲ المدخل الى التحليل الرياضي 


۷۴ مثال 


لنأخذ المجموعة الحزئية [1,2[ ]1,1 -] = ۷ في الفضاء ۴ . لما كان ]2,1 -[ ۲۸ -]1,1-] وكان 
]1.3[ ملا = [1,2[ . فان المحسوعتين الحزئيتين [1,2] و ]1,1 -] من ۲ ممتدحتان ي۷( ۳,۳۹۳ ) . ولا كانت 
هاتان الحموعتان فضلاً عن ذلك غير خخاليتين ومنفصلتين . فإن لا .R a‏ 


سنورد الآن نظرية تحدد بصورة تامة المجموعات الحزئية المتصلة في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف 


-٥‏ نظرية 


ليكن ۴ فضاء الأعداد الحقيقية ا ألوف ولتكن 4 محموعة جزئية من ۸ . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون 
4 متصلة هو أن تكون عالاً . 


الرهان 


لنفترض أولاً أن 4 متصلة . ولثبت أنبا محال . لنسلم جدلاً أن ليست مالاً . إذن هنالك أعداد ثلاثة 
2لا . نحيث 2 >لا>* . وغعیٹ ل4ع2,<ا وه#لا. من الواضح . عد اك 
A= (An ]-®,y[)u (4AN ]y,+"[)‏ . ويترتب على هذا أن ه اجا سرس ap‏ غير حاليتمٍ بن (لأن 
ألار» -[ €40× و ]ت +,ل[ 26۸0 ) منفصلتين ومفتوحتين ي۳۰۲۹۳0۸) . يعني هذا أن 4 غير متصلة خلافاً 
للفرض . إذن ۸ لا بد وأن تكون محالاً . 


وبالعكس . لنفرض الآن ۸ الا . لنثبت أن 4 متصلة . لنسلم جدلاً أن 4 غير متصلة + إذن 
۷ الا -ه. حيث اا و۷ مموعتان جزئيتان من 4 غير خاليتين » منفصلتان ومغلقتان في ۸4 (۳.۷۲) . لذا 
فهنالك نقطتان 2,* من 1,۷ على الترتيب (لأن ۷,ا غير خاليتين) ٠‏ ميت #» (لأن ",نا منفصلتان) ٠‏ 
ويمكننا دون مس للعمومية افتراض أن 2>× . لا کانت ۸ محلاً . فإن ۸ ©[2,×] . کا أذكل عنصرمن ‏ [2,*] 
موجود في لا أوفي 7. لتزمر ن ر للعنصر (ل] 2[6,*])مناة = ر . ان لا موجود استناداً ا لى (١١.۲)ءذلك‏ أن 
المجموعة ا 2[10,*] غير خالية (لأنها تحوي العنصر × على الأقل) . ولأن هذه الحموعة محدودة من الأعلى بالعنصر 
2 . لماكان أي جوار للحد الأعلى مجموعة لا بد وأن يقاطع هذه امجموعة (لماذا) ٠‏ فإن أي جوار ل E‏ 4لا بد وأن 
يتقاطع مع اا 2[۸,×] . وبالتالي > فإن أي جوار ل و في ۸ يحب أن يقاطع ٠ U‏ وهذا يعني أن و عتصتر ع 
(100© في 4 . لكن ل مغلقة في 4 . إذن لا فرق بين نآ و (100© في 4 . الأمر الذي يترتب عليه أن 
لاعلا . نستنتج من هذا أن 2 >ر ء ذلك أنه لوكان = . لوجدنا أن e۷‏ (لأنلاء2 ) . وهذالا بمکن 
ان يلان Hi‏ منفصلتان . لنفترض الان ء اي عدد موجب محيث ۷+٤٤2‏ .إن ٤+ر‏ يحب أن بتتعي الى 
٠ 1‏ ذلك انه إذا لم يتم ذلك . فإن y+eeU‏ ؛ وعندئذ نستنتج بأن y+ee[x,z]n U‏ . وهذا يعني أن ثمة عنصرا 
ع+لا أكبرمن ر في امجموعة ٠ [x,2]n U‏ التي حدها الأعلى ب > وهذا غير مكن . وبالتالي فإن /اعع +لا 
ويترتب على هذا > أن أي جوار ل في 4 لا بد وأن بتقاطع مع Vv‏ > وهذا يعني أن لا عنصرمن ([10© في ه . 


توبولوجيا الفضاءات المثرية 1١‏ 


لكن ۷ مغلقة في 4 ؛ إذن لا فرق بين ۷ و (/10© في 4 . الأمر الذي يتعين عليه أن ۷6۷ . ونكون بهذا قد وقعنا 
في تناقض ٠‏ ذلك أن ۷ 6ناعلا . في حين أن © = ۷ 110 . وبالتالي . فلا بد أن يكون المحال ‏ مجموعة متصلة . 
وبذا يتم إثبات النظرية . » 


5" - نتيجة 
)١(‏ لما كانت امحموعة ۸ هي الال ]» +,*- |[ . فإن الفضاء ۴ متصل . 
(۲) المحموعتان 2,2 هما الحموعتان الحزئيتان الوحيدتان في 8 المفتوحتان والمغلقتان في ان واحد . 
الرهان 


لتكن .4 مجموعة جزئية من ۴ مفتوحة ومغلقة في آن واحد . عندئذ . تكون 4,۴-۸ مموعتين منفصلتين 
مفتوحتين في ۴ اجتّاعها يساوي 8 . ولا كان الفضاء ۴ متصلاً . فلا بد أن يكون © =4 أو ۸-۸2 . 
أي اما 2 -4 أو «#دمه 


وتقدم النظرية التالية شرطاً كافيًكي يكون اجتاع جاعة من المحموعات الحزئية المتصلة في فضاء ما حموعة متصلة . 


۷ نظرية 


لتكن 1ع:,(,ه4؛ جاعة من المحموعات الحزئية المتصلة في الفضاء المتري (0*,2) . نحيث 
١,4,‏ . عندئذ تكون ,رلا - ۸ مموعة جزئية متصلة في × . 


البرهان 


لنفترض جدلاً . أن ۸ محموعة متصلة . إذن هنالك مجموعتان 10,7 مفتوحتان في يث تشكل ۷ ۸۸ 
و لا 4 محموعتين غير خاليتين منفصلتين اجناعها يساوي ه . ليكن × عنصراً من ,۸,4 . إذن €۸×. 
وبالتالي فإما 60× أو 6۷× . لنفترض مثلاً ناع* . لنختر الآن عنصراً و من ۷ ۸۸ . عندها يوجد عنصر بز من 
1 بحيث ,بشعلا . وبا أن ۷ ۸۸٤ر‏ ونام ,رشع»افان المجموعتين ۷ ۸۸ و لا ۸۸ غير خاليتين . وما 
كانت هاتان ا محموعتان منفصلتينءوكانت ‏ ,10 مفتوحتين في × . فإن هذا يقتضي أن ,, غير متصلة . وبذا نكون 
قد وصلنا إلى تناقض . وبالتالي . فلا بمكن أن تكون ۸ إلا متصلة في × .م 


إن كل فضاء متري لا بد وأن يحوي مجموعات جزئية متصلة (۳.۷۴) . وسنبين بأنه يمكن تجزئة الفضاء المتري الى 
جاعة من المجموعات المتصلة الأعظمية غير المتقاطعة . ولا كانت معرفة هذه احموعات أمراً بالغ الأهمية لدى دراسة البنية 
الشاملة للفضاء المتري ٠‏ فقد برز مفهوم ما يسمى بالمركيات . 
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۸ تعريف 


ليكن (06,92© فضاء مترباً و ۸ محموعة جزئية من × . نقول عن ۸ إنها مركب ل × ١‏ إذا كانت مجموعة 
متصلة أعظمية في × . أي إذاكانت ه مجموعة جزئية متصلة في × . وغير محتواة في أبة مجموعة جزئية متصلة أخرى في 
" 


ا" نظرية 


إذكل نقطة × في فضاء متري (2,) محتواة في مركبة واحدة فقط ل × . 


البرهان 


لتكن * نقطة من × . ولتکن 1ع1,(ية) جاعة كل المجموعات المتصلة في × . والتي تحوي »× . إن 
هذه المواعة غير خالية . لأن (×) نفسها متصلة (۳.۷۳) . واستناداً إلى النظرية (۳۰۷۷) فإن ۸لا = ۸ مموعة جزئية 
متصلة في × تحوي × . من الواضح أن ۸ أعظمية ٠‏ وبالتالي فهي مركبة ل × . ذلك أذكل محموعة جزئية متصلة في 
× حاوية, ل ۾ هي إحدى اجموعاتٍ A,‏ + وي الاي عتواة في ۸ . لنبين ين أخبراً أن 4 هي المركبة الوحيدة ل × الي 
نوي × .اذا افترضنا جدلاً أن 8 مركبة أخرى ل × توي × . فن الواضح أن 8 يجب أن تكون إحدى المحموعات 
:له . وبالتالي فإن 8 محتواة في 4 . لكن 8 أعظمية باعتبارها مجموعة جزئية متصلة في × . إذن 8=۸ . » 


1 نظرية 

تشكل محموعة المركبات في فضاء متي (06,2 تجزئة ل × . أي أنه إذاكانت 4,1٤1‏ جاعة المركبات 
ل × . فإن © = ره ۸,۸ أيأكان العنصران المختلفان زز من 1 . ثم إن× = رهرنا. 

البرهان 

لما كانت كل نقطة من × محتواةً في مركبة ل × وفق النظرية السابقة . فإن ,هلا = × . إذا افترضنا جدلاً أنه 


عندما [*1 فإن ۸,4 ۸,۸ . لاستتجنا أن ر4 دار مجموعة جزئية متصلة في × توي كلا من ره ,بل 
٤ f‏ 
لكن هذا بناقض كون كل من ب۸:,4 مجموعة اعظمية . وبالتالي . فإن © = ره ۸:١‏ عندما ز1#. ه 


نحت هذا البند بوصف الحموعات المفتوحة في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف ١۸‏ وذلك من خلال النظرية 


الثالية . 


توبولوجيا الفضاءات المربة إن الا 


7 نظرية 
كل مجموعة مفتوحة لا في الفضاء الحقيق امألوف © هي اجتّاع قابل للعد من المحالات المفتوحة والمنفصلة . 
الرهان 


إن لا (باعتبارها فضاء جزئيا من ۴ )هي اجتّاع کل مركباتها (VA)‏ . ولا كانت مقت ا مجموعات 
متصنة في ۴ (لاذا ؟) . فإن هذه المركبات محالات )۳.۷١(‏ . ستبين الآن أن هذه الحالات لا بد وأن تكون مفتوحة . 
لیکن 1 أحد هذه انحالاتءولتكن م* نقطة من 1 . بما أن لاع1 . فإن لاج ,× ولاكانت ل مفتوحة في 8» 
فثمة كرة مفتوحة ]ع + ولارء- و[ = ©, .)لا محتواة في لا . وبما أن الخال ]ع + ,»رع - مك متصل ءوأن هذا المحال 
بقاطع 1 (لإشتراكها ب × ) . فإن ]ع + .*,ء- م[ دا1 مجموعة جزئية متصلة في ل1. لكن 1.مركبة ل لا . إذلا بد 
î af‏ 9 5 4 + ج 3 ا 5 eel‏ 
ان يكون 1 = ] + e,‏ م[ 10 . الأمر الذي ينتج عنه أن 1 ع]ع + -٤,×‏ ,»[. وهكذا نكون قد وجدنا انه ايا 
كان ال نصر × من 1 فثمة كرة مفتوحة | + م×٠-‏ ×[ مركزها ×٠‏ محتواة في 1 . وهذا يعني أن 1 محال مفتوح . 


إن جاعة اغخالات المفتوحة والمنفصلة > . الى إجماعها يساوي لا هي جاعة قابلة للعد . وفي الحقيقة . فإن 
© ملا محموعة قابلة للعد . كا أن كل محال من مركبات لا يحوي عنصراً من © من . لذا فإن الدالة 


0-7 ۸ :الي تقابل كل عنصر م من © 6[] بمجال من > يحوي م دالة غامرة . الأمر الذي يترتب عليه أن 
مجموعة قابلة للعد . ه 
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تمارين 
الفضاءات المترية 
9 0 04 3 3 
ليكن 2 متركا على محموعة × . وليكن ا عددا موجبا ما . فإذاكان 
_ تتخاطظط ‏ 5 
TEB OS‏ («,«ارط ,و D,(x,y) = k D(x,y)‏ 


أبأكان رر من × . فأثبت أنكلاً من 5.,٥,‏ يشكل متكا على × . 


)۴ —( 
ليكن (0,8) ) فضاء مترباً . ولنعرف دالة حقيقية ”< كا بلي : أياً كان العنصران (ر×ء×) = × ولولمل) = ر 


من ùli «¢ XxX‏ (رلابي»)2 + D'(x,y) = D(x,,y;)‏ 
قق من أن “2 يشكل اا على ×××. 


مم 
لتكن D:XxX—~R‏ دالة تحقق ما بلي : 
() أباً كانت العناصر zررر×‏ من 6 . فإن (2),1 <(ل,2)ظ + 2)2,0 . 
(1) الشرط اللازم والكافي كي يكون =× هوأن يكون 0-(50,1 . 
برهن أن 0 يمثل متركاً على × . 
4م 
لتكن 12(۸6۸١‏ متوالية من دول المسافة (المتارك) على محموعة × . أثبت عند ذلك ما بلي : 
M‏ 
Eu Bh EB. Gbps be MOF 8‏ 
() إذاكان 84 عددا صحيحا موجہ إن 2 يشكل متركا على ×. 
61 إذاكان 1 >(,»),م أبأكان × من × وبا کان م من 0« . فإن "2 < بشکل متکاً 


"2 اعم 


أبقنا عل . 


نوبولوجيا الفضاءات امنزية ۱1۷ 


كم 
ليكن (,0) فضاء مترياً . ولتكن © +× ×× : ,© دالة محددة بالدستور 
D,(x,y) = min{ D(x,y),1}‏ 
برهن أن کا 5 على × . 
وى 
ليك 1 <مء ولنعرف الدالة D, : 222 R +R‏ بالدستور 


)2 زرلاب رنو| + © إرعد (x;y) ( = (lx,‏ , (ولان,»:)) و 
رهن أن م8 مترك على *8. 
(إرشاد : استخدم متراجحة منکوفسکي Minkowski‏ « التالية : إذاكان م عدا عادياً اکر 71 
وكانت «طر...ررط : 1...4 اعدادا حقيقية غير سالبة . فإن 
1L e 1p 9‏ م1 5 3 
X (a+b)”] <(Z a) +) Z b)‏ ] ) 
1= 


الحموعات المفتوحة 


سكيد 
ليكن )×,٥(‏ فضاء مترباً » و × عنصراً من × . برهن أن متممة المجموعة (×) مجموعة مفتوحة . وبوجه 


عاء . أثبت أن متممة أي مجموعة منتبية من عناصر × هي مجموعة مفتوحة . 


-م 
لتكن '2 دالة حقيقية على ”۸ × ”۸ معرفة بالدستور 


D(x,y) = max{ |x, ا ا الي‎ |x, —y,|} 
. 8 و («لء. .ولا ل) = لاء لنرمز للمترك الإقليدي (المترك المألوف) على ”۸ ب‎ O ES 
. R” برهن أن “2 متك على‎ (0 


(ب) بين وجود عددين موجبين 3 خيث يكون : (لا,») 2ظ > (إ,)2 > (بزر«) '20 


.R" jê XY أا کان‎ 


١4‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


(ج) أئبت أن المتركين 5,5 متكافئان . . أي أن المجموعات المفتوحة في الفضاءين المتربين (8",2) و 


(8",8) واحدة. 
4-5 
بين أن الشرط اللازم والكافي كي تكون كل محموعة جزئية في فضاء متري مفتوحة . هو أن نكون كل محموعة جزئية 
وحيدة العنصر مفتوحة . 
كك 


تحقق من أن المحال ]0,1] لا يشكل ل مجموعة مفتوحة في الفضاء الحقيتي المألوف 8 .ي حب حين أنه يشكل مجموعة 
مفتوحة في الفضاء المؤلف من امجموعة ]0,1[ المزودة بالمترك النسبي على ]0,1[ النانج من المترك المألوف 


N= 
لتكن 4,8 عموعتين حزئيتين مفتوحتين في الفضاء الحقيني الألوف © . برهن أن ۸×8 لا بد أن تكون‎ 
جخموعة جَزئية مفتوحة في الفضاء الإقليدي ذي البعدين پت أنه إذاكانت لا محجموعة جزئية مفتوحة في 82 . وكان‎ 

دلا عدداً حقيقياً ما > فإن (لا©(ملا.»): × لا بد وأن تكون مجموعة مفتوحة في © . 


05-5 
لتكن 4 بحموعة جزئية غير خالية محدودة من الأعلى . ومفتوحة في الفضاء الحقيقٍ الألوف 8 . برهن عندئذ أن 
.sup A¢A‏ 


أورد نتيجة ممائلة عندما تكون للمجموعة 4 نفس الصفات»بإستثناء أنها محدودة من الأدنى عوضاً عن كونها 
محدودة من الأعلى , 


امجموعات المغلقة 


۳۳ 
لیکن (06,2 فضاء مترياً و 1ة جاعة من امحموعات الحزثية المغلقة في (06,8 . ولنفرض تحقق 
الخاصة التالية : يقابل كل عنصر × من × عدد موجب (» بحيث تقاطع الكرة المفتوحة (م,N۸)x‏ عدداً منتبياً من 

امحموعات ۴ . برهن أن ,كابلا محموعة مغلقة . 


توبولوجبا الفضاءات المرية ۱۱۹ 


34-5 

بن أن ۸ مجموعة مغلقة في الفضاء الحقيني المألوف 8 . في حين أن [۸ عم : ل ليست كذلك . تحقق أيضاً 

n | 0 

مز ان احموعتين ]0,1] و [0,1[ ئيستا مفتوحتين ولا مغلقتين في . 
5ه 

لتكن ۸,8 محموعتين جزئيتين مغلقتين في الفضاء الحقيق الألوف © . برهن أن ۸×8 لا بد وأن تكون 
محموعة جزئية مغلقة ني الفضاء الإقليدي ذي البعدين *8 . (قارن مع المسألة )١١۴‏ . لاحظ أنه إذا كانت لا 
جموعة جزئية مغلقة في 783 » فليس من الضروري أن تكون المجموعة ‏ إلاء(1,*):*) 2 مغلقة في ۴ . وتقدم 
المجموعة 1١‏ = لاءا: (ر»)] = ۷ مثالا على ذلك . 


مجموعات أخرى في الفضاءات المترية 


57-5 
ليكن © فضاء الأعداد الحقيقية الألوف . ولتكن 
ددع وللاعم: }( = C= [0.1] gE‏ و ]0,1] B=‏ و ]0,1[ = A‏ 


إي| 0 
وجد لصاقة وداخل كل من هذه الحموعات . ثم اوجد المجموعة المشتقة لكل ما . 


AV—FP 
. شكل محموعة جزئية محدودة في ۴ ها ثلاث نقاط حدية‎ 


)۳ —14۸( 
شكل محموعة جزئية محدودة في ۸ مجموعة نقاطها الحدية قابلة للعد اللامنتي . 


04-5 


0 


لیکن (2,×) فضاء ا > و 4,8 مجموعتين جزئيتين من × . برهن على صحة ما بلي : 
CKO) = © (i)‏ . 

CI(CKA)) = CIA) رن‎ 

, CKAuU B) = CKA)u CKB) (iii) 


. In(X) = X (iv) 


1 المدخل الى التحليل الرياضي 


Int A) )«9‏ = (لخ)ام!) نم[ . 
B) = Int{A)n Int(B) (vD‏ مخلام] „ 
(۷) إذا افترضنا أن ACB‏ ات أن 


D(B)‏ ءنخ)طو (8نام] ء بخ)اما و CKB)‏ ء رميات 


هم 


لیکن (2,) فضاء مترياً و × عه . برهن أنه إذا كانت كل مجموعة جزئية من 4 مغلقة في × . فلا 
يمكن أن توجد في × نقاط حذية ل ۸ , 


ال مف 
ليكن (2,) فضاء مترباً و .4 جموعة جزئية من × كثيفة في (06,8 . برهن أن أي بجموعة مفتوحة لا 
في × . لا بد أن تحقق الشرط 17 مهاه = (ا/ا© 


المتواليات المتقاربة والفضاءات التامة 


1-6و" 
لنأخن الفضاء الإقليدي ذي البعدين 4 ولنختر المتواليات التالية في ٠‏ : 


اللحكب, 1 اج 1 

اللحكب, حيق) و الطب ل) و ا2ل 
تحقق من أن هذه المتواليات متقاربة من (3,1) و (0,1) و 0,2) على الترتيب . 
الفكيية 


لیکن (5,%) فضاء مترباً و .*] متوالية متقاربة في هذا الفضاء من × . برهن أن كل متوالية جزئية من 
{xn}‏ ۰لا بد أن تتقارب من × أيضاً . 


(f—P) 
فضاء متريا . ولتكن ( ۷ و (*) متواليتين فيه . بحيث بوه ,×= ,× . برهن أن‎ ),٥( لیکن‎ 
, © المتوالية الحقيقية ((ملا,*)182 تتقارب من (2)*,9 في فضاء الأعداد الحقيقية المألوف‎ 


توبولوجبا الفضاءات المثرية ۱۲۱ 


وى 

لیکن )×,٥(‏ فضاء مترباً بتمتع بالخاصة التالية : : أي كان × من × فإن (*] مجموعة مفتوحة . 
الشرط اللازم والكاني كي تكون المتوالية [» ,*) متقاربة في (06,8)» هو أن يوجد عدد صحيح موجب ۸1 . 
a EES ES‏ . أي أن تکون [.») ثابتة بدءأ من نقطة معينة , 


ان 


0 


هي 
4 
عيث بكود 


سكاف 
لیکن (0,2) فضاء مترياً تاماً ولتكن 6ه . برهن أن الشرط اللازم والكاني كي تكون ن 4 مجموعة جزئية 
مغلقة في × هو أن يكون الفضاء الحزني (۸,54) فضاء مترياً ناما . 


كه 
ليكن (06,8 فضاء مترياً و (,*ا متوالية في × » وليكن 2 . أثبت ما بلي 
9) الشرط اللازم والكافي كي يكون وح ,ءا . هو أن تتقارب المتوالية [(ه,,»)5]) من 0 في © . 
(ا) إذاكانت (ل) متوالية أخرى في × رکان + ,× » فإن الشرط اللازم والكافي كي يكون + ,لا هو 
أن تتقارب المتوالية ((,لا,م:)8]) من 0 في © . 


نظرية النقطة الثابتة 


(۸—۳( 
بین أنه اذاكان )×,٥(‏ فضاء متريا تاما . وس تقليص . فرهن انه في نطاق المصطلحات 


الواردة في النظرية (5ةه.م) . يكون : (×, ,»)5 > (×, ,وص 


8 
ليكن 2 عدداً موجباً » ولتكن الدالة ۸+ ]ه +:8/]: م محددة بالدستور (2+ »)= («)» 


تحقق من أن هي دالة تقليص على الفضاء المتري التام ‏ ]#+ة۷] . ثم حدد نقطتها الثابتة 


۲ الكل ال صل اراي 
الفضاءات المتراصة 


لوك انه 
کل ا = ءا يا كان ه مق 8 . بين أن (1,:«€۸) تشكل تغطية مفتوحة للمجال 
1011 - 1 . بين كذلك ٠‏ أنه لا يمكن أن نجد مجموعة جزئية منتبية من الحالات 1۸ نحيث تشكل تغطية ل 1 , 


مام 
عين المحموعات الحزئية المتراصة في الفضاء المي المنقطع . 


وحم 


أثبت أن الشرط اللازم والكاني كي تكون بجموعة جزئية من فضاء متري منقطع متراصة . هو أن تكون منتية . 
مم 


لتزود © بمترك الفضاء الحزني من © + بين أن امجموعة ‏ (3 >** 860:24 ليست متراصةعرغم أنه 
مغلقة ومحدودة 4 56 


5 كم 
لتكن ۸ مجموعة جزئية متراصة في الفضاء المتري (0,) . فإذا كانت 8 مجموعة جزئية من 4 ومغلقة فى 


× . فبين ان 8 متراصة , 


5 هم 
إذاكانت ۸,8 مجموعتين جزئيتين متراصتين في الفضاء المألوف © ٠‏ فإن 4×8 مجموعة متراصة في الفضاء 
الإقليدي :85. وإذا كانت ۷ مجموعة جزئية متراصة في ه8 . وكان «لا عدداً حقيقياً ما. فإن 


إلا  1*:)5,(‏ مجموعة جزئية متراصة في ۴ , 


۳ 
إذاكان ×€R‏ و 468 . فإننا نعوف 
x+A = {x+y:yEA}‏ 
أثبت صحة كل من دعاوى التكافرء التالية : 
(1) الشرط اللازم والكافي كي تكون ‏ مفتوحة ٠‏ هو أن تكون ۸ +× مفتوحة . 
(ب) الشرط اللازم والكافي كي تكون ۸ مغلقة . هو أن تكون ۸ + × مغلقة . 
(ج) الشرط اللازم والكاني كي تكون ۸ متراصة . هو أن تكون ۸+ × متراصة , 


توبولوجيا الفضاءات المثرية ايفن 


الفضاءات المتصلة 


m-۳) 
: © بين أن كلاً من امحموعات الحزئية التالية غير متصلة في فضاء الأعداد الحقيقية الأأوف‎ 
. (أ) كل مجموعة جزئية منتبية‎ 
(ب) [4,5[ ب[1,3] ں[2,1-]‎ 
, (ج) مجموعة الأعداد غير العادية‎ 


(د) 0× أو = (x:‏ . وذلك بفرض ۸٤۸‏ 


لم 
من أ لمجموعات المنصلة الوحيدة في فضاء منقطع هي تلك التي تحوي عنصراً واحداً . 


45م 
برهن على أن الشرط اللازم والكافي كي يكون (06,2) فضاء مترياً متصلاً هو التالي : أباً كانت النقطتان في 
× . فثمة مجموعة جزئية متصلة تحوي كلا من هاتين النقطنين . 


(f — ۳)‏ 
بين أن متممة أي محموعة مغلقة في فضاء متري . هي اجتاع جاعة قابلة للعد من الحالات المفتوحة والمنفصلة . 


)4١--5 
برهن أن الشرط اللازم والكافي كي يكون (2,) فضاء متصلاً . هو أن تكون ,× المحموعتين الحزثيتين‎ 
. الوحيدتين في × المفتوحتين والمغلقتين في ان واحد‎ 


x 
ع‎ 
3 
۵ 
5 
3 


1-000 
م م مم م نا عه سه 
ا J‏ م وه هه .| 
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Û‏ م موه 


ا 
mM ¥‏ 


أ 
ا 


Limits : 


عرّفنا في الفصل الثالث نباية المتوالية 8680 ,(.×) في فضاء متري (<,) . أي نباية دالة ساحتبا محموعة الأعداد 
الطبيعية N‏ ومداها محتوقى 5 فضاء متري (2,×) . كذلك ۰ لا ریب ف أن القارىء قد عرض لموضوع مبايات الدوال 
الحقيقية للمتحول الحقيق عند دراسته لمبادىء علي الحساب التفاضلي والتکاملي 


إن هدفنا من هذا الفصل هو إبراد التعريف العام لنهاية دالة ساحتبا ومداها فضاءان متريان ليسا بالضرورة حقيقيين . 
ومن ثم الانتقال إلى دراسة نبايات الدوال الحقيقية بشيء من الإسهاب . ذلك أن هذه الدوال تشكل عاد التحليل 
الحقيق . وسنختتم فصلنا هذا بدراسة نهابات المتواليات الحقيقية . ورغم أن المتواليات الحقيقية ليست كا سبق وذكرنا 
سوى نط معين من الدوال الحقيقية . .الا أنهل تشكل أداة فعالة وبالغة الاهمية لدى التصدي للعديد من معضلات التحليل 


الحقيق . 


على الرغم . من أننا سنورد الآن تعريفا لباية الدالة بختلف في الظاهر عن تعريفنا لنهابة لموالية الذي سبق وقدمناه 
في (01.) . فإن التحليل الدقيق هذين التعريفين بمكنناءفي مرحلة قادمة من التيقن بوجود رابطة عضوية بيني . يث 
يستمدان فكرتهم|ا من أصل واحد . 


نفدلا 


۲۹ المدخل الى التحليل الرياضي 


- نبهايات الدوال من فضاء متري إلى آخر 


Limits of Functions from a Metric Space into Another 
-تعریف‎ ١ 


ليكن (2,) و ',لا) فضاءين متريين و 5 مجموعة جزئية من × و ۴ دالة ساحتا 5 ومداها في لا . لتكن 
× نقطة حدية ل 5 و 1 نقطة من ۲ . تقول إن ۴ تسعى الى 1 عندما يسعى × إلى م× (أوإن نهابة الدالة ۴ في 
النقطة ,× تساوي 1 ) . ونكتب 1= 91080ظ! (أونکتب 80-1 عندماء*<-* ): إذا قابل كل عدد موجب 
٤‏ عدد موجب 4 (تابع في الحالة العامة ل ع,م»د ). بحيث أنه إذا كان × عنصراً ما من 5 يحقق الشرط 
D)x,x (> 4‏ >0.فإن ء >(2')100,1 . وبعبارة أخرى > فإن 1= 409 سل . إذا قابل کل كرة مفتوحة N)1,9‏ 
مركزها | قف لاءكرة ة مفتوحة (20)*0,4 مركزها × في × میٹ أنه إذا كان #اختصراً ما من 5 ,”0 ءفإن 100 
عنصر من 1,2)ل8. 


,4 - ملاحظات 
نذَكْر أننا نتقصد بالكرة المفتوحة الحذوفة المركز(ك,م») 87 المجموعة [م] - (, »)۸ (8,81) . هذا وقد 
اشترطنا في التعريف السابق ضرورة انيّاء × إلى 5 8”)*.,460 بدلا من (4,م*)8 . للتاكيد على لزوم اناء × إلى 


ساحة الدالة ۴ . كذلك . فقد اشترطنا انهاء × إلى مجموعة النقاط الحدية ”8 للمجموعة 8ء كي نضمن عدم خلو 
المجموعة 5 4(0,م)20. 


۳ مثال 
لتكن ؟ دالة ساحتبا المجموعة الحزئية 5 من الفضاء المتربي (0*,8 ومداها في (',9)»بحيث ع 00 أبا 
کان × من 5 (أي أن ۴ دالة ثابتة) . لنفترض ,× نقطة حدية 8 . فإذا كان ع عاد موا ما ۽ فإن 


٤‏ >0 = ©,10) 2 أياكان × من 5 . وبالتالي . فإذاكان × عه أبن 5 يحقق الشرط 4 >(م×,×)5 >0 (حيث 
5 افتراض 5 آي عدد موجب ) ٠‏ فان < .D’(f(x),c)<‏ إذن 0 نستنتج من )14:11١(‏ ان 26 lim f)‏ : 


٤‏ - نظرية 


إذاكانت النهاية i f(x)‏ موجودة 5 فاا وحيدة . 


النبابات يفن 


البرهان 


إذا افترضنا جيل وجود نبايتين محتلفتين للدالة ۴ هما سرا . كان العدد (,ا)2 1 = موجبا. ومن 


الواضح عندئذ أن © - Nm,‏ 1,9 . بترتب على التعريف )٥,۱۱(‏ .أن 8 كرقين مفتوحتين 00.47 
و ,×( . بحيث يكون خيال أي عنصر من 5 4,(0,.×)'× وفق ۴ واقعاً في 2419 . وخيال أي عنصر من 
5 6(رك, )2 واقعا في 0,9 . فإذا افترضنا أن ,4 مثلا هو أصغر العددين 4٠,6,‏ » فإننا نستنتج أن خيال أي عنصر 
من 5 4(۸,ہ×)'N‏ بقع في Nm,‏ و N9‏ في أن واحد» أي بقع في N1) Nm,9‏ . ولا كان 
© 5 4,(0, ه770 (بسيب كون م* نقطة حدية ل 5 ) ٠»‏ فإننا نستنتج أن © 20)53,9 1:90 ونكون بهذا قد 
وقعنا في تناقض . إذن لا بد من كون النباية )1 فا وحيدة . » 


6,؟ - نظرية 


لیکن (06,2 و ('۲,5) فضاءين متريين و 5 مجموعة جزئية من × وملا نقطة حدية ل 8 لعن 1 دالة 
ساحتها 5 ومداها في ۲ .لنفترض N.‏ 26 , (,*) متوالية عناصرها تن تتتمي إلى «S‏ یت أن Xn #Xo‏ أياكان دمن «N‏ 
وحيث يكون 1X, = Xe‏ (01,") . عندئك : 


lm f(x,) =1 jli lm #90 =1 إذاكان‎ )١( 
إذا وجدت النهاية (.×) فا من أجل كل متوالية ۸6۸ ,× متقاربة من × » فإن لكل المتواليات‎ )۲( 
نباية واحدة (ولتكن 1 مثلاً) » وعندئذ تكون النهاية (10 !ا موجودة وتساوي 1ء‎ 1 x, ,ne€N 


البرهان 


)١(‏ لنفترض أن 56 lim f(x)‏ 5 وأن {x,}),neN‏ متوالية عناصرها في 5 متقاربة من “×٥‏ حیٹ × ٭ ,كا أيا 
كان ه من N‏ . ا کان | = (٭)f‏ سنا » فإنه يقابل العدد الموجب الاختياري عند موجب فب يك أنه 
إذا کان × عنصراً من 5 ۸ ,»)۸ ءفإن ٤۸1,9‏ 90 . وبا أن × = × فا » فهنالك عدد طبيعي 
6 › بحيث أنه إذاكان م أي عدد صحيح موجب يحقق المراجحة N(x.,0) ili « n> M‏ ء ly . x,‏ 
كانت عناصر المتوالية كلها في 8 ٠‏ وكان ×۶ × أيا كان 8 من 1ل' فإننا نستتتج أن <" تقتضي 

x, EN" (x, S‏ . وهكذا نكون قد ونجدنا أن ثمة عدداً ظبيعياً 36 » نحيث أنه إذاكان 86 <مء فإن 
2,اللاء Rx,‏ »> وهذا يعي را )۳,0۱( أنه ات lim f(x”)‏ . 


1۲۸ المدخيل الى التحليل الرياضي 


(۲) لتكن (.40 ١‏ (منا) متواليتين في 5 عیث م37 #.*#ءناأبباكان 8 من 8 وبحيث 
lim u, = lim Vv, = Xo‏ سكب الآ أنه إذاكاذن = (,نا)؟ ”ناء و = (,1)07 1km‏ › فان ادن . 
س س e nem ae‏ 


لنفترض جدلاً » أن ٠ا٠‏ ولنأخذ متوالية جديدة ۸6۸ ,[«×) معرّفة على النحو التالي : 
(عندما يكون زوجياً) Un‏ أده 
(عندما يكون ه فرديا) ۷ 
من الواضح أن م× = × 3!؛وبالتالي فإن النهاية (م)! ةا موجودة فرضاً . بيد أن هذا الأمرلا يكن أن ينم 
(لماذا ؟) ؛ لذا لا بد أن يكون -ها » وسنرمز لقيمتهما المشتركة ب 1 . سنوضح الآن أن 10 تا موجودة وتساوي 
1 . لنفترض مؤقناً أن الأمر ليس كذلك . عندئذ هنالك كرة مفتوحة (ءء:۸)1 مركزها 1 : بحيث أنه إذاكان 4 أي 
عدد موجبعفهنالك عنصر × من 5 محتوى في 27)*.,4» يكون من أجله (١ء,#۸)1‏ 200 . لتأخذ متوالية الأعداد 
nN‏ » ولنشكل في × متولية 26۸ ,(,×] ۰ بحيث 5 0(طرم») لاع ,× › وبحيث ‏ (مع,ا(» ).£ . 
من السهل . التحقق بأن ×٥‏ = مهفل و م*# م أياكانه من لاءفي حين أن ! #(,:)1 اء ولا كان هذا مناقضاً 
للفرض > فلا بد أن يكون | = 100 1 » وبذا ب يتم البرهان . 5 


وهكذا وجدنا أن الشرط اللازم والكاني كي يكون 1 = 80 "فا هو أن يقابل كل متوالية ‏ العم ,(ما» 
عناصرها مختلفة جميعاً عن × ومتقاربة من ما متوالية ۸6۸ , [(,»)۴ 1 متقاربة من1. وبذا نجد أسلوياً ا 
للبحث عن تباية دالة“هو ذاك الذي يستخدم المتواليات . وفي العديد من المسائل يكون تطبيق الأسلوب المباشر غاية في 
الصعوبة . الأمر الذي يدفعنا إلى تطبيق أسلوب المتواليات . بل أننا نستطيع القول بأنه في كثير من الأحيان » التي نحاول فا 
استخدام الأسلوب المباشر » نجد أنفسنا مضطرين لتشكيل متوالية والانتقال إلى الأسلوب الآخر 


5 مال : 


لنأحذ الدالة الحقيقية “زوع × التي ساحتها (0) -8 = 8 “ولت أن “× ہز فا ليست ذات معنى : 


غير موجودة . يكني لبلوغ هذا المدف؛استناداً إلى النظرية السابقة > إيحاد متوالية EN‏ بحيث u‏ 
lim x, = 0‏ ء #0 م أيأكان ه من N‏ , بحيث تكون المتوالية ۸ 6" ,( ':518) غير متقاربة . إن هذا ار 


بسبب اهتراز -*510 بین 1 و1- عند اقتراب × من 0 . وبوجه خاص › فإن 1 = "املد عندما. 216 + 22 د × أي 
ا کا أن 1 - ««هلة عندما ج26 + سے د×ءأي عندنا __ 2 
TTT‏ کا ان 1_ ×«زو عندما 27+ سے ×٦‏ ءاي عند TTT‏ 
وذلك بفرض ...,0,1,2= »ا . لنشكل متوالية عناصرها ماخوذة من القيمتين السابقتين ل × على التوالي » فنجد المتوالية 


{n}, neN‏ حيث قب = x‏ من الواضح . أن 0 = × طا . سنبين الآن أنه لا توجد نهاية للمتوالية 


النپابات 1۹ 


لاعه ,('ج»هزة). وي الحقيقة » إذا افترضنا جدلا وجود نباية 1 هذه المتوالية ء فإن 1+1 . ذلك أن الحوار 
]0,2[ للعدد 1 يستئبي عددا غير منته من عناصر المتوالية هي .. .,2,4,6 = ع , ':»دهزة . كذلك فإن الحوار ]2,0 -[ للعدد 1- 
يستثني عدداً غير متته من عناصر المتوالية هي 35,۰۰ = ,چم . بق علينا . التحقق من أن أي عدد ۾ 
بختلف عن ±1 لا يمكن أيضاً أن يكون نباية لهذم المتولية. في الحقيقة. إذا رمزنا ب ء للمقدار الموجب 
(11-ة|,!1+ة| {nنص.‏ فإن الحوار 4 +ه,ع-2[ لا يحوي أيا من عناصر المتوالية ‏ لالعه,[ت»دملو) » لأن 
عناصر هذه المتوالية إما1 + أو 1- . وبالتالي » نكون قد أثبتنا أنه أيا كان العدد 8 . فلا يمكن أن يكون نهاية للمتوالية 
7(,261*هنة) وهكذا . نكون قد وجدنا متوالية ۸6۸,[,») متقاربة من 0+ دون أن توجد نباية للمتوالية 
{sinx7'},neN‏ © وهذا يعني استناداً إلى النظرية )4.١8(‏ أن تملك lim‏ غير موجودة . 


هذا . ولو رغبنا في اتباع الأسلوب المباشر لحل هذه المسألة . لتعين علينا إثبات أنه أباكان العدد الحقيقي 1 . 
فهنالك عدد حقيق موجب ٠١‏ محيث أنه إذا كان 4 أي عدد موجب . فن الممكن إنجاد عدد × يحقق الشرط 
٠ 0> |-0| = |× >۵‏ بحيث يكون ١‏ <1- “×| . وواضح من صياغة أسلوب الحل صعوبة المركب الخشن . 
الذي علينا ركوبه لبلوغ الحل . ويبدو أنه لا مفر لنا في نباية المطاف من استخدام المتواليات . 


وعلى الرغم من هذا ٠‏ فقد أثبت الأسلوب المباشر. الذي كن تسميته بأسلوب الحوارات .بأنه أكثرملاءمة” في 
الأحاث النظرية . وفضلا عن ذلك » فان أسلوب التواليات يغدو عقها عند دراسة التحليل الرياضي في فضاءات أعم من 
الفضاءات المثرية . تدعى بالفضاءات التوبولوجية . ذلك أن مفهوم المتوالية نفسها في هذه الفضاءات يفقد معناه» 
الأمر الذي دعا علاء الرياضيات إلى تعمبم مفهوم المتوالية نفسها . واستحداث ما يسمى بالشبكات والمرشحات . 


بالإضافة الى المفهوم العادي للنهاية . الذي اقتصرنا عليه حتى الآن ٠‏ فئمة نباية من مط مختلف نورد تعريفها فيا بلي 
۷ - تعريف 


لتكن ؟ دالة من الفضاء المتري (2,) إلى الفضاء المتري ('9/,2)» ولتكن ۴ محموعة جزئية من الساحة 5 
للدلة ۴ ؛ و.* نقطة حدية ل 8. عندئذ نقول إن ۴ تسعى إلى 1 عندما يسعى × إلى ,* في 8 . إذاكانت 1 
اية مقصور ۴ على 5 عندما يسعى × إلى مخ . وبعبارة أخرى . فإن ۴ تسعى الى 1 عندما يسعى × إلى ي في 
٠ ۴‏ إذا قابل كل كرة مفتوحة 001.8/ كرة مفتوحة 120,4 . ميث أنه إذا كان E‏ 420, »)اعلا فإن 
19 . هذا ومن الممكن الرمز إلى هذه النهاية بالشكل n‏ ٠ء‏ أو بالشكل , اع 0؟ 


عندما وكاع- كر في 5 


.1 المدخل الى التحليل الرياضي 


4 نهايات الدوال الحقيقية على فضاء متزي 


Limits of Real Functions on a Metric Space 


درسنا في البند السابق ( )4,١‏ مبايات الدوال من فضاء متري إلى آخر . وف هذا البند » ستقتصر علي بحث إنهايات 
الدوال الحقيقية : التي تشكل صلب التحليل الحقيق . لما كان فضاء الأعداد الحقيقية الألوف 8 فضاء مترياً خاصاً ٠‏ فإن 
كل التعاريف والنظريات الواردة في البند السابق ٠‏ تسري بالطبع على الدوال الحقيقية . بيد أن الدوال الحقيقية تتمتع 
بصفات تختص بها دون غيرها من الدوال . وهذا السبب ٠‏ افردنا لها هذا البند . 


نستنتج من التعريف العام لنباية دالة ٠ )4,1١1(‏ التعريف التالي لنباية دالة حقيقية ( لمتغير حقيقٍ أوغيره) . 
- تعريف 


لتک ن ؟ دالة حقيقية ساحتها 5 (ليس من الضروري أن يكون SR‏ ) ؛ ولتكن × نقطة حدية ل 5 . نقول 
إن 1 = f(0)‏ سنا ٠‏ إذا قابل كل عدد موجب ع عددٌ وچب 8 ا أنه إذا کان 5 426,,«)'ل2ع« . فإن 
> |1- 10 | . وإذاكانت ۴ دالة حقيقية لتغير حقيتي ساحتها 5 (أي 2ع 5 ) و × نقطة حدية ل ك فاننا 
نقول إن ١‏ = ۴)0 فا : إذا قابل کل عدد موجب 3 عدد موجب 4 ء محيث أنه إذكان *اعنضراً من 8 نحقق 
الشرط 4>|م-»|>0 .فإن ‏ >|۴00-1|. 


۲ مال 


لتكن ؟ دالة حقيقية معرفة بالدستور a‏ ساحتها (8-41 - 5 . من الواضح أن 1 


نقطة حدية ل 8 . سنبين أن 2 د لوز : الاق + علدا وجا ما اسيق الآنا أن«العند ارب 


im e 
01 5 ا‎ = 3 5 + el «< -3 
عت - 4 يحقق الشرط الوارد في التعريف . في الحقيقة . لنفترض 4 >11-*| >0 ؛ عندئذ نستتتج أن‎ _ 


(x+2 |‏ لاحي 


= |2- حم 
x-1‏ 


x-1 


ولا کان 10 -×. فإننا نجد أن | 2 +«)( »)| = =| لکن 


|x-1|<4 => >ل-1‎ <> 1+ -< |x+ 2> 4+ 3 


إذن ع = 3 +4 >2 - کل . لذا . فان مرتحت هون ا 
١‏ ينين 2 - السك 952 


النبايات ۳1 


۴۳ ملاحظة 


إذاكانت ۴ دالة حقيقية ساحتها 5 بحيث أن 5 ع]ه + به[ » بفرض .8 عدداً حقيقياً ٠.‏ فإن التعريف (4.11) 
الوارد بلغة الحوارات يبقى ذا معنى عندما ©+ = × . حيث جوار العدد مه + معطى بالبند (844.؟) . وعلى وجه 
التحديد'فإننا نقول إن 1 = ۴)0 فل إذا قاب لكل جوار * ]> +1-6,1[ للنقطة 1 جوا ]+[ للنقطة + ٠.‏ 
بحيث أنه إذاكان ]»+,48[ ع* فإن ]ع+1,ى-![80©6 . وبعبارة أخرى . يجب أن يقابل كل عدد موجب ء 
عددٌ 4 (يمكن اعتباره موجباً) بحيث أنه إذاكان ٩‏ <× فإن ع>|100-1|. 


ونترك للقارىء صياغة التعريف في الحالة هد = و«*ا. 

هذا وإذا أخذنا محموعة وصول الدالة ۴ موس الأعداد الحقيقية *8 (088.؟) . فن الممكن توسيع التعريف 
)٤,۱۱(‏ بحيث يشتمل الحالتين + -1.ره- ا. 
ملاحظة 

إستخدمنا في النظرية (4.14) المصطلح التالي « النباية ()1 فا موجودة» . ويعني هذاءئي حالة كون ۴ دالة 
حقيقية . بأن هنالك عدداً «منتبياً» 1 » بحيث يكون 1 = ۴00 فا . وعندما تكون النباية غير منتبية» فإننا نشير إلى 
ذلك بالرمزه» + = 10 سنا رأو ٥‏ = )صا ). 
٥‏ مثال 


لتأخذ الدالة المعرفة بالدستور سم . والتي ساحتها [1-]-8 - 5 . سنبين الآن أن 1 - سكب ووا 


ليكن © عدداً موجباً ما . سنبين أنه يقابل الكرة المفتوحة ۸)1,9 الكرة امفتوحة ]ل -1-,*-[ التي مركزها مه 


(راجع (5,584)) ؛ بحيث إذا كان × عنصراً من ]ل-1-,ه-[ = 5 ]لط -1-,هه_[ فإن 6۸0,9 0 . 
€ 


وبعبازة أخرى » ستنبين أنه إذاكان 1-1 >× . فإن »> 1- ك . في الحقيقة لدينا 


1- 
1 78 1 1 
2 += ج )x+1(>‏ جك د EE‏ عت 


“>| جد 
x+1‏ 


وبذا يتم المطلوب . 


0-3 المدحل الى التحليل الرياضي 


۹ مثال 


1 
لتأخذ الدالة ت ٠‏ التي ساحتا [0)-۸ - 5. إن 0 نقطة حدية للساحة . لاثبات أن ه+ - ا سا 
يكني أن نبين بأنه يقابل الكرة المفتوحة ٥]‏ +,4[ (حيث 1<0 ) كرة مفتوحة ٠ No,»‏ اتيك أن 
xeN"(o,lz_ 1015‏ تقتضي أن يكون ]مه + ,[ ع سل (علل ذلك) . إن هذا يعني أن علينا إثبات صحة الاقتضاء 
التالي : 


1 1 
<2 ج ل > |×| >0 
Va ¥‏ د 


. 
ET‏ 5 اذن م ما اد + = 1 lim‏ 
وهذا اقتضاء واضح . إذن جحد حقا ان r‏ 


سنورد الآن نظرية تتعلق بنباية بحموع وحاصل ضرب وحاصل قسمة دالتين حقيقيتين . ورغم أن جمع مع وضرب 
وقسمة دالتين حقيقيتين بن عمليات ترد في علم الحساب التفاضلي والتكاملي + .إل أا اقل :نوها من جرت ية غد 
تعرف القارىء علما في دراسته السابقة . 


4,7 - تعريف 
لتكن 8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما 7 و5 على الترتيب . عندئذ : 


(۱) إن ۴+8 دالة حقيقية ساحتهنا 7 م5 » بحيث أنه أياً كان × من هذه الساحةء فإن 
(f+8) 0 = 10+89‏ . 


(؟) إن 18 دالة حقيقية ساحتها 7 8۸ نحيث أنه أياً كان × من هذه الاحة. فإن 
(fe) (x) = 10800‏ 


ص إن Ê ٤‏ واه قيقية ساحتها (0 = )ه:«)-7 ١8۸‏ عیٹ أنه أياً كان × من هذه الساحة > فإن 
8 


I 
(£ ) 0= 2 


> نظرية 


لتكن 5,8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما 7 و 5 على الترتيب » ولتكن ,× نقطة حدية للمجموعة 1 مي" . 
فإذا افترضنا وج الجايتقق. 00 : ©2 2 فنا 


(!) من الواضح أن م× تكون عتدئذ نقطة حدية لكل من ۳ و 5 . 


النهايات رادل 


jim (f+ و)ك‎ = lim f00 + lim 2(0) (1) 


lim (fg)(0 = [im f(9 lim ومع‎ () 


lim mf 


اذا كان ذا + فان 
(”) إذا کان ۶0 (×)ع صتا ٭ فإد 26 im‏ 


im (f) لطت‎ 


البرهان 


)ع( لنضع lim f(x) = a , Jimg(x) = b‏ . عندئذ يقابل كل عدد موجب ٤‏ عددان موجبان يك ورك ٠‏ 
ع أنه إذاكان 5 4,(0, ,)2 €× . فإن > e |f(%) — -a|‏ و xEN'(Xo,dıJ N T‏ « فإن 
ره -800| . فإذا رمزنا به فر قدي رك ررك » وجدنا أنه يقابل العدد الموجب ع عدد 
موجب هع ميت أله إذا كان 7 56 ×€N")x,0(^‏ . فإن حك - | م اھ — f(x)‏ | 
الأمر الذي يترتب عليه أن 

ده إط - ود)ع | + زه - 9 | < —(a+ b)|‏ %(@ + )| 


= 
(0) سنأخذ ط,ه عا في .)١(‏ عندئذ » تجد أنه يقابل العدد 1 عدد ٠٥<0‏ يث أنه إذا كان 
XEN (xo, 5‏ . فإن 1 > |2 - 509 | > |2 | - | 09 اء أي أن | +1 >| »| . لتعد إلى 
lim f(%) = a‏ مرة أخرى » ولنأخذ العدد الموجب ST‏ = 6 > بفرض ع عددا 
موجباً ما . عندئذ » يقابل ,» عدد موجب ,ك . بحيث أنه إذا كان 5 4,(0, )"6۸× . فإن 


.ء >|10-82| . وفها بخص 800 نجد أنه يقابل العددّ الموج مقس دن 


تدس 8# وغ انه إذا كان 7 0لرة,.*)'لاء* » فإن © >|00-6)ي| . لتضع 
minl,‏ = ف . عندها . نجد أنه إذاكان 7 56 4(0,مx×)‏ "× €× › فإن 


< إطة -ط0)؟ +6 («)؟ - ود)ع0| = (f(0 —ab|‏ 
ع > له- lg(0 —b| + bl IFC)‏ |0| < 
(۳) لنأخذ ط ثانة كا في )١(‏ . عندئذ يقابل العدد الموجب اط تدر م يت أله إذاحان 
7 )8,<( اع ع فإن ‏ >-0 |> 89ا-اا| »أي l>‏ . 
ويزتب على هذا أنه إذا کان 7 م(,4,م»*)'لاع» › فإن 0* *)ع » وبالتالي فإذا رمزنا ب ۷ 
لساحة الدالة ل فإن ۷ 7 20..400 . ليكن ٤‏ عدداً موجباً ما . عندئذ يقابل 0ك عددٌ 


موجب ره » بحيث أنه إذا كان 7 ۸ (ر4, .»)6۸× »فإن > | 89| . لنفترض 
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mi {4}‏ = 4 ء وليكن × عنصراً N(x,8)^ W je‏ . لماكان N(x.) TS WST‏ فن 
الممكن الاستتتاج من هذا أن 0(,ه×) = .۸")»,4(١ W‏ لذاء نجد أنه إذا كان 
XEN'(x.,d)n W‏ « فإن 


Aa SBE Ae 
-الم- وما‎ pg 180 »>اه- هماجح »اط‎ 


وبالتالي » فان ف لون 
Ne MEM‏ 


إن البرهان التام للشق (۳) » يكتمل » إذا طبقنا الشق (۲) من هذه النظرية على حاصل ضرب الدالة ؟ 
بالدالة + 


۹ مثال 


لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها 8 محددة بالدستور 


(عندما ±2 ٭#× ) 4ج+عه4-ت.ر 

2-4 
(عندما2 - = ×) 1 e‏ 
(عندما 2 =*×) 3- 


لايحاد نباية الدالة ۴ > عندما يسعى × الى 2 نلاحظ أن 


2 
im f)  نوعقحكمجف‎ ._ صن هه من‎ 
AES اك و2‎ GEDO a 


E E 8 : 5 


1 lim (x+ 2) 
lim f(9) * f(2 لاحظ هنا أن‎ 


بالإضافة إلى المفهوم العادي لهاية دالة في نقطة : والذي اقتصرنا عليه حتى الآن » هنالك نبايات من أغاط 
خاصة » نورد أولاها في ثنايا التعريف التالي . 


1 تعريف 


لتكن ؟ دالة حقيقية لمتحول حقيق ساحتها 5 . ولنزمز ب 2 للمجموعة 5 60]*+.م*[ . فإذاكانت × 
نقطة حدية ل ۴ ؛ وكانت 100 تسعى إلى 1 عندما يسعى × إلى × في 5 أي 1 . (راجع 5,317) © 


فإن 1 تسمى النهاية اليعنى للدالة ۴ في × . ويرمزها ب 8*)! . ونكتب عندئذ «إن 1= 100 صا » أورإن ؟ 


النبايات 1 
تسعى الى 1 عندما يسعى * إلى +م* » . وبعبارة أخرى » فإن 10-1 هنا . إذا قابل كل عدد موجب ٤‏ عد 
موجب 4 ء بحيث أنه إذاكان × عنصراً من 5 يحقق الشرط 4+ × >× > مك » فإن .|۸9-1|>٤‏ 

لنفترض الآن أن 5 م]م»,ءه-[ = 8ءوأن × نقطة حدية ل 8 . فإذا سعت 4 إلى 1 عندما يسعى × إلى 


* في 8 (4,17) ٠‏ فإننا نسمي 1 النهاية اليسرى للدالة ۴ في »× ٠‏ ورمز لها ب (-×)؟ . ومن الممكن أن نكتب في 
هذه الحالة «أن 1= (0؟سنذ! » أو «أن ۴ تسعى الى ! عندما يسعى × الى-م*». وبعبارة أخرى » فإن 


1= ۴ا ۰ إذا قابل كل عدد موجب ع عددٌ موجب 4 ٠‏ بحيث أنه إذاكان × عنصراً من 5 يحقق الشرط 


ولا >* >4- × فإن ع (f(x) -١|>‏ 


۲ مال 


لتكن ۴ دالة ساحتها ۸ معرفة بالدستور 
(عندما 0>× ) 1 
م 


(عندما 0<× ) رزو 
يبين التعريف السابق » أن 1= 900 نا » في حين أن 10۴00 غير موجودة . 
ونترك للقارىء التحقق من صحة النظرية التالية . 


۴۳ نظرية 


لتكن ؟ دالة حقيقية للمتحول الحقيقٍ و م* نقطة حدية لساحة ۴ . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون نهاية 6 
موجودة في م هو أن تکون النهايتان العنى واليسرى ل ۴ في × موجودتين » وأن تكون هاتان اللهايتان متساويتين . 


45 مال : 


نعرف دالة أكبر عدد صحيح [[ ]] بأنها دالة ساحتها 2 ومداها 2 » بحيث أن خيال × وفق هذه الدالة 
(الذي نرمز له ب [[×]] ) هو أكبر عدد صحيح ه يحقق المراجحة ×> . فثلاً 1 = [[1.2]] و 5([=5)] 


و ك- =إ(ك-)] و 1- -[ط-]. 


نلاحظ أنه إذا کان 8 عدداً صحيحاً ماء فإنه يترتب على (4,191) أن ه = [[×]] فإ ء في حين 
١-ه‏ = )طا لذاء فإن ([8]]رظا غير موجودة. 
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هنالك مفهومٌ ذو أهمية بالغة للنهاية أعم من مفهوم ناية دالة في نقطة ‏ ألا وهو مفهوم النابة اعلا ولباية الدنيا 
للدالة . وفيا بلي سنقدم تعريف هذين النوعين من النبايات»مع إبراد بعض أهم خواصها بعد إدراج التعريف التالي . 


٥‏ - تعريف 


لتكن ؟ دالة حفيقية محدودة متغير حقيقي . لتكن 5 ساحة ؟ و × نقطة حدية ل 58 . لنفترض ( عدداً 
جا موحي أ » ولتعرف الدالتين 0ر» و )ره كا بلي : 


|x—xa| < y}‏ >5,0ع»: 500 أصنة = )رةه 
x€S, 0< |x—xol < y}‏ : 9)؟ inf{‏ = (ركرب 


5 - تعریف 


لتكن ۴ دالة حقيقية محدودة ساحتها 5 غير خالية و م« نقطة حدية ل 58 . لنعرف العددين 
lim sup f(x) = lim %۵) = ©)0+(‏ 
(+0رم = lim inf f() = lim o/(y)‏ 


يدعى هذان العددان النهاية العليا والنباية الدنيا للدالة ۴ في م على الترتيب . (يرمز لماتين النهابتين أحياناً ب 110۴09 و 
۴0نا على التزتيب) . 


من الواضح أنه لا يلزم لتعريف هاتين النبايتين أن تكون الدالة ۴ محدودة. بل يلزم أن تكون ۴ محدودة في كرة 
مفتوحة ما 03 مركزها Xo‏ . 


وفي الحالة التي تكون فيا الساحة 5 للدالة ۴ غير محدودة من الأعلى » فن الممكن افتراض 
(<«,5ع*«: sup{ f)‏ = ره 
inf {f():xeS, x> Y,}‏ = (وررب 


وعندئذ نعرف النهاية العليا والهابة الدنيا للدالة ۴ على التوالي في مه كا بلي : 
lim sup f (X) = lim ©, (y)‏ 
fam‏ 10 


lim inf f(%) = lim /(y) 


ومن الممكن في هذا الصدد اعتبار ته نقطة حدية ل 5 » ذلك أن کل جوار ل" يحوي نقطة من 5 . وني الحالة التي 
تكون فہا ۴ متوالية محدودة . فان العددين الأخيرين يسميان النهاية العليا والهاية الدنيا للمتوالية » لأنه لا يوجد لساحة 


المتوالية نقطة حدية منتبية . ونترك للقارىء صياغة تعريني اللهايتين العليا والدنيا للدالة ۴ في مه . 


النباياث يفن 


۷ مثال 


لنأحذ الدالة “هذه = 0 التي ساحتها ۸-10 . من السهل التحقق بأنه أباً كان العدد الموجب ‏ ء 
فإن1 - = رم و 1 = )ره ء وبالتالي فإن 


1 - = :-لا ما كت ونا 1 -“«مزوصيد زا 


لاحظ أنه لا يوجد هذه الدالة نهابة في النقطة 0=×. 
,> نظرية 


لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها 5 غير خالية و ه: نقطة حدية ل5 . إن الشرط اللازم والكاني كي يكون ل ؟ 
النهاية 1 في ×٠‏ هوأن يكون 


lim inf f(0 = 1 = lim sup 9)؟‎ 


البرهان 


لنفترض أن 80-1 عندما م*+* . إن هذا يعني أنه يقابل العددَ الموج ء عدد موجب 4 » بحيث 
أنه إذاكان 5ع« و 4>ام-| >0 . فإن ٤‏ >لا- :ةا . نستنتج من هذاء أنه إذاكان 4 > >0 »فان 
>٤‏ - ۸| , ع>|[9-1)رس| . واستناداً إلى التعريف نجد (+0),© =1 - (+0)رم. 


وبالعكس » لنفترض أن شرط النظرية محقق . إذن يقابل العدد الموجبَّ ع عدد موجب 4 ٠‏ بحيث يكون 
ع >|ا-©)ره| و ع>|!ا-©»|!. لكن إذا كان × عنصراً من 5 يحقق الشرط 4 >|ء×-×| >0 فإن 
)9 > 0 > كرب . إذن 


ع >1- )0(0 1- 0)؟ »1- (ة)رب >ع- 


نستنتج من هذاء أنه إذاكان 5©»وك >|م:-»| >0 : فإن -1|>٤‏ )۴| . وهذا يعني أن 80-1 عندما 


#8 .X*Xo 
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6 نظرية 


لتكن 1,8 دالتين حقيقيتين محدودتين ساحتاهما 5,7 على الترتيب ولتكن .× نقطة حدية ل 7 5۸ . 


عندئذ 
lim sup (f + g)(xX)< lim sup f (x) + lim sup g(x) (»‏ 
lim inf (f+ g) (x) > lim inf f(x) + lim inf g(x)‏ 
(؟) إذاكانت 5,8 دالتين غير سالبتين في جوار ما ل ,× من عناصر 17 50 . فان 
lim sup (fg)(x)< lim sup f(x) lim sup g(x)‏ 
lim inf (fg)(x) < lim inf f(x) lim inf g(x)‏ 
(۴) إذاكان 09۶0 ۰ ول بغير إشارته من أجل جميع عناصر 7 » وكان لهم محدوداً على ۳ ٠‏ فإن 
E E, ۹‏ 5 
(x)‏ ع i sup 009 = lim sup‏ 
Er. 1 7 1‏ 
0) ع jim inf‏ وزع )نما يونا 
الرهان 


سنقدم البرهان على الشقين الأوليين )١(‏ و (۲) فقط . 


)١(‏ نرى أنه يقابل العدد الموجب > » والعدد الموجب , عنصر 8 من ساحة 8+ . يث 
١‏ >اما-8| >0 » ونحيث 
ع + O,(y)‏ + (ر)رة < ®,,,(y) < (f+ g(a) +e‏ 
فإذا سعى 7 نحو الصفر مع وضعنا في الاعتبار أن ع اختياري » حصلنا على المتراجحة الأولى في )١(‏ . ويم 
إثبات المتراجحة الثانية في )١(‏ بصورة مماثلة . 


(؟) نرى أنه يقابل العدد الموجب ء » والعدد الموجب « عنصرٌ. 8 من ساحة 18 . بحيث 
>اء-2| >0 » ونحيث 
ع + (f(a) +e < %/(y)®,(y)‏ > (رار»ة 
إن صحة الراجبحلة أو المساواة المنى تننج من أن ,>>0 و 
a) < ®,()‏ <0 ؛ فإذا سعى 7 نحو الصفر » مع وضعنا في الاعتبار أن 6 اختياري » حصلنا 
على المتراجحة الاو من (۲) . ويتم إثبات المتراجحة الثانية من (؟) بصورة ممائلة . م 


النبايات ۱۳۹ 


4441 مثال 


لنأحذ الدالتين مء =( وو sink‏ -00؟ . إن ساحة كل من هاتين الدالتين هي (0)-۸ و 0 نقطة 
حدية هذه الساحة الشركة . بمكن التحقق سورلةاون ل 


lim sup f (x) = lim sup g (x) = 1 
2-0 s0 


lim inf f(x) = lim inf g(x) = 1 
x0 z0 


f(0 + ور)ع‎ = sink + cosh  ¥Fcos(k -5( 
x x x 4 


lim sup(f+ g)() = V7, 
lim inf (f+ g)(%) = V2 
x0 


وما أن 2= 1+1 >۷2 . و 2- = (1-)+1- <۷2- ٠‏ فإن النتيجة تنسجم مع الشق )١(‏ من النظرية السابقة . 


لدينا 


كوو +ع طوو لحمو -2(00) 
KDE © YF‏ 


إذن 4- = n۴)‏ ا . وبالتالي . فلدينا في هذه الحالة 
lim inf(fg)(x) < lim inf f(x) + lim inf g(x)‏ 


إن سبب عدم انسجام هذه الج عع الراجحة الثانية من الشق (۲) من النظرية السابقة,ه أن كلاً من 8 يغير اشارته 
عدداً غير منته من المرات في أي جوار للنقطة 0 ٠‏ وهذا حالف للشرط الوارد في (۲) . من أن 5,8 يحب أن تكونا غير 
سَالبتيقَ في حنوار ما للنقظة :0 من عناصر (8-16 . 
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٠۳‏ - نابات النواليات الحقيقية 


Limits of Real Sequences 


درسنا في البند )۴,١(‏ من الفصل الثالث نباية المخوالية في فضاء متري . و لما كان فضاء الأعداد الحقيقية المألوف 
© فضاء مترياً » فإ نكل الحقائق المتعلقة بالمتواليات في الفضاء المتري العام ٠‏ والتي أوردناها في ( ۳,١‏ )؛تنطبق على المتواليات 
في م > أي على المتواليات الحقيقية . 


وعلى هذا نستنتج أن التعريف ),51١(‏ والنظريات )۴,٣۳(‏ و( 84,*) و(هه,) صحيحة في حالة المتواليات 
الحقيقية » شريطة استبدال اترك العام 2 بمترك القيمة المطلقة . 

ولاكان للفضاء ء ۴ خواص فريدة لا تتوفر في كل فضاء متري » » فن الطبيعي أن نجد للمتواليات الحقيقية خصائص 
ميزة » سنعرض لأهمها في هذا البند . 


سنورد قبل كل شيء تعريف هاية المتوالية الحقيقية ٠‏ الذي يستخلص من التعريف العام )۴,١١(‏ عندما يكون 
(,×) هوالفضاء © . 


- تعرييف 


لتكن 26108 ,(م2) متوالية حقيقية »و ۾ عددا حقيقيا ما . نقول عن هذه المتوالية إنها متقاربة من 8 . إذا قابل 
كل غد موحت 3 عد صحيح موجب ٠ N٤‏ اينف اند إذا كان علا عم ؛ فإن |a, -a|l<e‏ . تسمی a‏ نهاية 
المتوالية 2620 ,(,43: ونكتب 8+ ,3 أو 3 = ,23 . ومن الممكن إيراد هذا التعريف على النحو التالي : تتقارب 
المتوالية 213 ,[مة) من 4 ٠‏ إذا حرق كل محال مفتوح مركزه 8 جميعَ عناصر المتوالية » باستثناء عدد منته من هذه 
العناصرء (قد يكون هذا العدد 0 ) . 


۳ # تعرييف 


لتكن 210 , ( ,4) متوالية حقيقية . تقول إن هذه المتوالية تتباعد الى + . ونكتب © + - مة زا ( أو 0+ + a,‏ 
عندما<-8) » إذا قابل كل عدد موجب ۸ عد صحيح موجب ۸ » بحيث يكون ۸ < ,3 أباً كان العدد الصحيح 
الموجب « » الذي يحقق المتراجحة ر١‏ < . ونقول عن هذه المتوالية انها تتباعد إلى © -. ونكتب ٠١‏ - = ,3 0إ ( أو 

- + ,3 عندما © <-8) ؛ إذا قابل کل عدد موجب ۸ عدد صحيح موجب ×۸ بحيث يكون ۸- > ,2“ أياكان 
العدد الصحيح الموجب 08 الذي يحقق المتراجحة × 0.8 وإذا لم تكن المنوالية متقاربة » ولم تكن متباعدة إلى 
« + أو «ه-ء فإتنا نقول إن المتوالية متباعدة . 


النبايات 1١5١‏ 
۳ مثال 


لنأحذ المتوالية ‏ 10عم ,ل”8). 


(أ ) إذا كان 8-1 . فإن 1" عندما +8 . ذلك أن أي محال مفتوح مركزه 1 ٠‏ يحوي جميع 
عناصر هذه المتوالية . 
(ب) اذا کان 1 <2 . فإن ه + + "2 عندماه +-2.لإثيات هذا » نفرض 4 عدداً Es‏ . لما كان في هذه 
الحالة 
1+(a-1)]" > 1+ n(a- 1)‏ ]د a"‏ 
فإننا نرى أن ۸ <"ه . .أيا كان العدد الصحيح م الذي يحقق المتراجحة رلا <0؛حيث ۸ عدد 
صحيح موجب يحقق الشرط >L‏ 


(ج) وإذاكان 1- = ٠‏ فإن المتوالية متباعدة . وفي الحقيقة . لا يمكن أن تكون هذه المتوالية متباعدة إلى هه + 
أو »->لأنه أيا كان 8 فإن1 + - ”ه. بتي علينا التحقق من أن متواليتنا غير متقاربة من أي عدد حقيتي 
× .فإذا أخحذنا محال المفتوح (} },x+‏ ديل الذي مركره × . فلا يمكن أن يحوي العددين 1- و1 + 
معا . وبالتالي . فإن عدداً غير منته من عناصر التوالية واقع خارج هذا الحال : وهذا يعني أن × لا يمكن أن 
يكون نبايةً للمتوالية . 


(د ) لنفرض الآن أن 1 >| . فإذا كان 0=ه » فن السهل التحقق بأن0< ”4 عندما + . ستثبت 
الآن أن هذه النتيجة صحيحة أيضاً عندما 1 > |4| >0 (وعندها تكون النتيجة صحيحة أيا كان العدد ۾ 


ا محصور بين 1- و1+ ) . ليكن 0 <ع» ولنضع ل الإ ندند يكون 
1 1 حملن Sa RE‏ 
[1+(y-1)]" Teno‏ ر lel‏ 1 


نستنتج من هذا أن ٤‏ >0 ”| أیا کان العدد الصحيح الموجب « ٠‏ الذي يحقق المتراجحة ۸ <ه» 
حيث ,لا عدد صحيح موجب يحقق الشرط 1 


2-1 
y-1‏ 
إذن فى هذه الحالة 0+ ,هة عندما + م. 


. Np 


(ه) وأخياً ليكن 1- >2 . نترك للقارىء التحقق عندئذ من أن متواليتنا متباعدة . 


وجدنا في (اورم) أنه إذا كانت متوالية متقاربة . فإن نبايتها وحيدة . وتعطي النظرية التالية خاصة إضافية لنهاية 


المتوالية المتقاربة . عندما تكون هذه المتوالية حقيقية . 
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٤‏ نظرية 


إذا كانت المتوالية الحقيقية 0 ©2,(,2) متقاربة . فإئها محدودة . 


البرهان 


لنفترض أن ۾ = مه هذا ٠‏ وأن 1 -ء . عندئذ » نجد استناداً إلى (1ه,س) عددا صحيحاً موجباً ,۸ ٠‏ بحيث 
أن 1>إه- ,| أياكان العدد الصحيح الموجب 5 ٠‏ الذي يحقق الشرط ,× < . ولا كان|ه- مها > (ه|-امةاء 
فإن N,‏ <" تقتضي أن يكون 1+ || >1 ,| › وهذا ر بعني أن جميع حدود متواليتنا > ریا بإسشناء , ۔ بيه . .«يقرية: 
تنتمي إلى لجال المفتوح ]1 +|1,|3 إ3|-[ . بيترتب على ذاء أن هفاك ان 
(ا+لها , ا M = max { lal, , la‏ . فإن 34 >3,1| أياكان العدد الصحيح الموجب 8 . وهذا يعني 
أن المتوالية الحقيقية المتقاربة 20 8 ,(,3) محدودة . ه 


إن عكس هذه النظرية ليس صحيحاً بعامة . وعلى سبيل الال . فقد رأينا في المثال ٤,۳۳‏ ) أن المتوالية 
1ه , (”(1-) { متباعدة رغم كونها محدودة . بيد أن ثمة نمطا خاصا من المتواليات الحقيقية تكون متقاربة » إذا 
كانت محدودة . نورد تعريفها فما بلي : 


٥‏ تعريف 
لتكن 578 ,(,3) متوالية حقيقية . نقول عن هذه المتوالية إنها هتزايدة . إذا كان ,ءة > ,ة أيا كان ه من ١‏ . 
ومتناقصة إذا كان ,. رة < ,ة' أيا كان م من N‏ . أما إذا استعضنا عن > و < في التعريفين السابقين ب > و < على 
الترتيب . فإننا نقول عن المتوالية إنها متزايدة تماما في الحالة الأول“ ومتناقصة تماما في الحالة الثانية . تسمّى المتواليات المتزايدة 
أو المتناقصة متواليات مطردة . أما المتواليات المتزايدة تماما أو المتناقصة تماما فتسمى متواليات مطردة تماما . 
٣۳ر٤‏ نظرية 
كل متوالية حقيقية مطردة ومحدودة لا بد وأن تكون متقاربة ۴ . 


البرهان 


سنكتني بإثبات النظرية في حال المتوالية 562 ,() المترايدة وانحدودة . لما كانت المجموعة (a, :nEN}‏ = 
الحزئية من ۴ غير خالية ومحدودة من الأعلى . فإننا نحكم استناداً إلى مسلمة القام (1ه ا يه 
ه وليكن 3 . أي أن 8-همدة . ليكن ء عدداً موجبا ما . عندئذ . هنالكعدديج من ۸ ١‏ بحيث أن 


ا 1 


8 > ب >ء-ة ٠‏ ذلك أنه لولم يصح ذلك » لغداء-ة عنصراً حاداً من الأعلى للمجموعة 4 . ولترتب على هذا أن 
الحد الأعلى a‏ للمجموعة 4 أكبر من العنصر ع-3 الحاد من الأعلى ل ۸ > وهذا غير مكن . وبما أن متواليتنا متزايدة . 
فإن ۾ > > ب4 › أيا كان العدد ه الذي يكبر 6 . إذن »> إة- .3| أيا كان العدد الصحيح الموجب م الذي 
حمق الشرط > <ه . اي ان +a‏ ,ة. ». 


۷ مال 
لنأخذ المتوالية €۸ ,(,4] » حيث ++ 1+ سوط ب 
n:‏ : 
من الواضح ‏ أن بهذ المتوالية متزايدة تماما (إذن مطردة) . كا أنبا محدودة من الأعلى بالعدد 3 . لأنه ابا كان 


1 فان‎ « N من‎ n 
E 


1 1 
a arse 
سن سنت‎ ag 


لناخذ المتوالية ...,1,0,2,1,0,2,1,0,2 . من الواضح ان هذه ا أحذنا المتوالية الحزئية 
...0 من هذه المتوالية : فإنها متوالية جزئية متباعدة كذلك . بيد أننا لو اخذنا المتوالية الحزئية ...,1,1,1 من 
متواليتنا ٠‏ فإن هذه المتوالية الحزئية متقاربة . ويبين هذا المثال » بأن المتوالية الحزئية من متوالية متباعدة قد تكون متباعدة أو 
متقاربة . بيد أن أي متوالية جزئية من متوالية متقاربة لا بد وأن تكون متقاربة » الأمر الذي تقرره النظرية التالية . 


۸ - نظرية 


إذاكانت المتوالية 20 ع2 ,[,3] متقاربة من 8 + وكانت 521 ٠,‏ ,3) متوالية جزئية ما من {a,},neN‏ : فإن 
هذه المتوالية الحزئية لا بد وان تكون متقاربة من 4 . 


البرهان 


لماكانت {a,},neN‏ متقاربة من a‏ « فإنه يقابل العدد الموجب ٤‏ عدد صحيح موجب عل e‏ يث 
يكون 6 >+8- به| » إذا حقق ه الشرط N‏ <ه . لكن إذا كان .× <هء فإن عل« < ,ا (لماذا؟) الامر الذي 
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بترنب عليه وقئذ أن ع >|ه- ,ها . وهكذا نكون قد وجدنا أنه يقابل العدد الموجب » عدد صحيح موجب 
ء بحيث يكون ء > |ة- , 4ة| أيا كان العدد الصحيح الموجب « » الذي يحقق الشرط »۸<« . إذن فالمتوالية 
الحزئية 0( 2 , (ي ية) متقاربة ٠كا‏ أن هه , ية. » 


ين اواج أن عكس هذه النظرية غير صحيح . فقد رأينا في المثال الوارد قبل النظرية أن N Higa‏ 
جزئية متقاربة من متوالية متباعدة . لذا » فان تقارب متوالية جزئية من متوالية لا يضمن تقارب هذه المتوالية . بيد أن تقارب 
متوالية جزئية من متوالية مطردة يضمن تقارب هذه المتوالية » وهذا ما تؤكده النظرية التالية » التي سنكتني بسرد نصها دون 
البرهان . 


۹ - نظرية 


إذا وجدت متوالية جزئية 310 , [ , ,3) متقاربة من متوالية مطردةلاع 5 ,( ٠)4,‏ فإن المتوالية ۸6۸ ,[,4) لا بد 
وأن تكون متقاربة . وفضلا عن ذلك ٠‏ فإن(...,يقءية] صناد = به أا في حالة المتوالية المطردة المتزايدة ‏ و 
١...«مقرية]ه1‏ = ب زا في حالة المتوالية المطردة المتناقصة . 

وهكذا ٠‏ فإن النظرية السابقة )٤,۳۹(‏ والنظرية (4,5) توفران شرطين كافبين لتقارب متوالية مطردة . 


سنورد الآن نظرية جبر النبايات للمتواليات الحقيقية ٠‏ تلك النظرية المامة في حد ذاتها » والتي غالباً ما تستخدم في كثير من 
التطبيقات العملية . 


) نظرية (جير نهايات المتواليات‎ - ١ 


لتكن (,6) , (.3) متواليتين متقاربتين من ط ٠‏ 8 على الترتيب . عندئذ : 


lim (a, + b,) = a+b (\) 


. 8 زاء أبا كان العدد الحقيقي‎ )),( = ka )۲( 
.lim (a, b,) = ab (r) 


(5) 2 - (سعق) ناء شريطة أن يكون #0 و0 ,طأياكان هم من 24 . 


\fo النهابات‎ 


الرهان 


إن هذه النظرية تنتج عن النظرية ٤,۲۸‏ )»لأن المتواليتين دالتان حقيقيتان ساحته) المشتركة هي محموعة الأعداد 
الصحيحة الموجبة ٩‏ ءا أن مه هي نقطة حدية ل 81 . ورغم هذاء فإننا مهيب بالقارىء إثبات هذه النظرية مباشرة استنادا 
الى التعريف )4,"١(‏ . ه 

سنورد الآن مثالا نبين فيه كيف يمكن استغلال النظرية السابقة في بعض التطبيقات العملية . 


۲ مثال 


لإيجماد نهابة امترالية 68م, | 7+وقلهة ) » نلاحظ أن 


— 2م10 
IRL‏ 
lim Sn —3n+7 _ [im‏ 
| نا 2-8م 10‏ =~ 
n‏ 


)2+ ىسنا 

nem n n 75 
س‎ ) )٩,۳۹۱( من‎ )٤( (استنادا إلى‎ 

jm (10- L) 


lim 5- im (A) + im (Z >) 
دد‎ ))١( (استنادا إلى‎ 
lim 10- lim (Û) 
ا ب‎ 


s- 3lim (kL) + 7lim(k )lim(k) 
لدت‎ E A ))۳( (استنادا إلى (۲) و‎ 


10-lim(k) 
ne N 


5-30(+70(0( 5 1 
10-0 10 2 
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£۳ — نظربة 


کن (مطار(مة) متوالبتين حقيقيتين متقاربتين من a,b‏ على الترتيب . فإذا كان ,5 > a,‏ 7 من عدد طبیعی 
ما فإن a>‏ . 


البرهان 
لنفترض جدلاً أن متواليتينا تحققان شرط النظرية > وأن ط >3 . با أنهاتين المتواليتين متقاربتان من ا م 8 . 
فإنه يقابل العدد الموجب 5-2. عددان صحيحان موجبانرN‏ , ,۸ء ميث أنه إذاكان ,×< › إن 2 < [an -a|‏ . 


وإذاكان ,۸ < . فإن قحط > إا - ,ط|. يترتب على هذا أنه إذاكان ,۸ <م فان شط > ہھ. وأنه إذااكان 


2 2 


ب فإن قط < ,م . نستتج من هذا أنه إذا كان n Mx) M:N,‏ . فإن 


,و < شط < ,ط < ,4» وهذا مستحيل . إذن . لا بد أن يكونط <2. « 


٤‏ - نتيجة 


لتكن 6۸" ,[.ط] متوالية حقيقية متقاربة من 0 . فإذاكان 8 عددا حقيقياً ما حيث مط <8 . بدءا من عدد 


طبيعى مالا . فانط <ه . 
البرهان 


إذا افترضنا في النظرية (8م, )8 = بة» أباكان العدد الصحيح الموجب 8 ٠‏ وقعنا على النتيجة مباشرة . م 


الپابات 117 


تمارين 


نبايات الدوال الحقيقية 


)١-8( 

لتكن ,5 و5 دالتين حقيقيتين ساحتهما المشتركة المجموعة الحزئية 5 من فضاء متري . ولتكن × نقطة حدية 
ل 5 . فإذا افترضنا أن نهايتي 1 ر ۴١‏ في النقطة × موجودتان » فأثيت أن للدالة الحقيقية ۴ ٠‏ التي ساحتها 5 والمحددة 
بالدستور [0«)ر؟,0«),؟ )ينهم = 00 ء نبابة في × . 
(إرشاد [01),؟- 0),؟| + و + و)ى] + = f»)‏ ) 


4-مى 
احسب الأهايتين التاليتين (في حال وجودهها) : 
تير xy lim‏ صا 
x.y)*(0.0) a.y)*«(0.0)‏ 
a REY e EY‏ 


وذلك بافتراض 58 أيا من الحموعات التالية في الفضاء الإقليدي ذي البعدين © : 


)1( 5 = {x :y = ax} (a#0) 
(ii) 5 = {(x,y) :y = ax?} (a#0) 
(ii) S = {(x,y) :y* = ax} (a#0) 
(iv) S = R? 


(5-#) 
لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها الحال المفتوح ]ا . وليكن × عنصراً من ]9,5[ . لنأخذ الدعويين 
التاليتين : 


(i) lim |f(x+M-f(0| = 0 
8-0 


(ii) lim |f(x+h)—f(x—-R)| = 0‏ 
h-o0‏ 
(أ ) أثبت أن ) تقتضي (¡) دوما . 


(ب) أورد مثالا تبين فيه أنه من الممكن أن تتحقق 10) دون أن تتحقق () . 
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)4-45( 


لتكن الدوال الحقيقية الخمس ؟ . التي ساحة كل مها 8 . والمحددة بالدساتير التالية : 


0 2 2ن 
(عندما (8(*)0,0,<) ) ا ' 
f(x,y)=‏ 0 
(عندما (0,0) = )×,y(‏ ) 0 
(عندما (0,0)(,») ) r‏ 
xy) + )<-1/‏ 
(ii) f(x,y)= |‏ 
(عندما (0,0)=(ر,») ) 0 
(عندما #0× ( Lsin(xy)‏ 
(ii) f(x,y) =‏ 
(عندما 0 =× ( y‏ 
(عندما (2)0,0 («ا,) ) مزه انور +«( 
(iv) f(x,y) =‏ 
(عندما 0=× أو0 = ل) 0 
)عiدaاl nx siy ) tanx#lany‏ 
an x — tany‏ 
f(x,y) =‏ 90( 


e ) tanx = tany (عندما‎ 


قرر في كل من هذه الدوال الخمس ما إذا كانت النهايات الثلاث التالية موجودة > ثم احسب هذه النبايات في حال 
وجودها » 1 


lim [lim f(x,y) ] / سنا ]متا‎ f(x,y] , lim f(xy) 
xef) 0 انمد وسو‎ 


x-y*10.0) 


بيت 1 


(4-م) 
لتكن ۴ دالة حقيقية ساحتها ۴ ٠‏ ومحددة كا بلي : 


(عندما يكون × عاديا ») 8 


(عندما يكون * غير عادي) 1 { = ))1 


بن أن ()۴ صملا غير موجودة أياكان ۲ من 8 . 
امه 


45" 
۰ نكن ...ا دوال حقيقية ساحة كل منها مجموعة جزئية 5 من الفضاء الإقليدي"5. ولتكن 
7 + 5 :؟ دالة محددة بالدستور 
( 9),؟.. .رلوك ,0 ) = f)‏ 
أباكان × من 5 . فإذا كانت ۾ نقطة حدية للمجموعة 5 . وكانت ط نقطة من "8 فبرهن أن المساواة 
(رط,...يوطررط) = b‏ د ط = lim f(x)‏ 
تكافيء المساويات التالية (الي عددها ه ) : 


lim f, (x) = b, 


: (إرشاد . لدينا‎ 
( |f,(0=—b,| < || #)2( - |إط‎ < < f(x) =b, | 
kel 


(۷—8) 
تكن 5,8 دالتين حقيقيتين ساحتها المشتركة المجموعة الحزئية 5 من الفضاء المتري (0,2). ولتكن م* نقطة 
حدية ل 5 . بين أنه إذاكانت 0= 00 نإ . وكانت الدالة ع محدودة (أي إذاكان هنالك عدد موجب 24 » 


خيث M‏ >|0*«)ه| . أباكان × من 5 ). فان 0 = 0)لع؟) ۳ا 
Meke‏ 


(5-م) 
لتک ۴+ ۴:۴۸ دالة محددة بالدستور ۽ 
(عندما يكون × غير عادي) × 
ي 1 =0 
(عندما يكون × عاديا ) ×1 
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أوجد 100 فان!. (ادرس اولا الحالة 1 = × ثم الحالة عندما یکون ,»اعدداً عاديا مغايراً ل » وأخيراً الحالة التي يكون 


فيا مك غير عادي ) . 


(4-4) 
لدكن ۴ دالة حقيقية ساحتها المجموعة الحزئية 5 من الفضاء المتري (76,2) و لتكن 8 نقطة حدية لووط عددا 
حقبقباً موجباً بحيث lim f(x) = b‏ 


(أ ) بين أن ثمة كرة مفتوحة (,20)8,4 ٠‏ بحيث أنه إذا كان × عنصراً من 5 4,(6,ة)27 : فإن 0 < )۴ . 


(ب) أثبت وجود كرة مفتوحة (#,3) . بحيث أنه إذاكان × عنصراً من $ 0 ,۸)3 ١‏ إن <800. 


كياد 
لتكن ۴ دالة حقيقية على ۴ محددة بالدستور التالي : 
(عندما 2 >×) XxX-2‏ 
(عندما 2 = ×) 2 = f)‏ 
(عندما ×>2) 2+» 


أوجد 9 سنا و 00زا . هل النباية ۴0نا موجودة . ولاذا ؟ 


(015-4 
لتكن ؟ دالة حقيقية ساحتها ]+ ,0[ . ومحددة بالدستور ل ے )م , برهن أن 0 - 1 سلاء 


(5-؟١)‏ 
لکن 7 دالة حقيقية ساحتها 8 . وليكن ط عددا حقيقيا . برهن أن الشرط اللازم والكافي كي يكون 
lim f(x) = b‏ وان ن يقابل العدد الموجب الاختيارتي ٤‏ عدد صحيح موجب ,۸ ٠‏ بحيث أنه إذاكان × عددا حقيقياً 


خقق المتراجحة x< N)‏ . فإن ٤>|ط-(»)؟|,‏ 


€7 — ۳ 
لتكن 6 دالة حقيقية على ۸ . وليكن ۾ عددا حقيقيا ما . لتأخذ الدعويين التاليتين 
(i) lim f(x) = b , (ii) lim |f )0 | = ||‏ 


ر > ت أذ ن () تقتضي (1) دوما . 


(ب) أورد مثالا بين أن صحة (1) لا تقتضي بالضرورة صحة () . 


٠١ المبايات‎ 


وات 

لکن ۴ دالة حقيقية على 8 . برهن أن الشرط اللازم والكافي کی يكون lim f(x) = oo‏ هو أن يقابل العدد 
الموج ب الاختياري © عدد صحيح موجب ١‏ . بحيث يكون » < ٩)۸‏ أياكان العدد الحقيق × الذي يحقق المتراجحة 
.x> Ny,‏ 


(4-ه) 
لتكن ؟ دالة حقيقية على ۸ وليكن 3 عددا حقيقيا ما . ولنفترض أن تقارب اي متوالية حقيقية 2614 ,(,3) 
من العدد ٠ a‏ يقتضي تقارب المتوالية الحقيقية ١6۸‏ , ((م2 ] . برهن عندئذ أن النباية »)هذا موجودة . 


(إرشاد: لتكن ,13 , (م3] متوليتين متقاربتين من ۾ . عندئذ . نجد ان + (,88 . و + (,68 . برهن أن 
OB‏ 


النباية العليا والنهاية الدنيا لدالة 


(5-5) 
لتكن ؟ دالة حقيقية محدودة لتغير حقيق ساحتها 5 ٠‏ ولتكن ه* نقطة حدية ل 5. بين أن 


lim sup — f(x) = - lim inf f(x) 
Ll Tele 


€( 
إذاكانت ؟ دالة حقيقية لتغير حقيق ساحتها 5: وكانت ه× نقطة حدية ل 5 . بين أنه إذاكان ۾ عددا 
غير سالب . فإن 


lim sup f(x) = (lim sup f(x) )“ 


lim inf = (i inf f00)* 


ل المدخل الى التحليل الرياضي 


(18-4) 
إذ تبَمْيَْا فرضيات النظربة (4.748) » فبرهن على صحة ما بلي : 


lim inf f(x) + lim sup g(x) < lim sup (f + («)(ع‎ 
lim inf (f + g)(x) < lim sup f(x) + lim inf g(x) 

استنتج من هذا . ومن الشق )١(‏ من النظرية (4,549) ٠‏ أنه في حال كون التهاية ()۴ نإ موجودة » فإن 
lim sup(f + g)(x) = lim f(x) + lim sup g(x)‏ 


lim inf (f + g)(x) = lim f(%) + lim inf g(x) 


(€—۹4) 
لتكن 8 + [0,1]:؟ دالة معرفةكا بلي = ۲۵0 . إذاكان × عددا عادياً من الشكل-2 (حيث 2 کسر 
غير قابل للاختزال) و ۴)0(=1 . أما إذاكان × عددا غير عادي . فإن 0 - )4 . احسب 100 صنل .و 


.]0,1[ لكل العناصر م في‎ lim inf f(x) 


(۴ ۲۰( 
نقول عن دالة حقيقية لمنغير حقيق ساحنها ,5 إنها نصف مستمرة من الأعلى في النقطة »× إذاكان €5 م×. وإذا 
قايل العدد الموجب الاغتياري © عدد موجب 3: ٠+‏ تيك أنة إذا كان × غنصراً من 15 يحقق المترانجحة 
ف >اء::-»| . فإن ع +(*)4 >0 , فإذا افترضنا أن 5م« . وأن ×١‏ نقطة حدية ل 5 . فبين أن الشرط اللازم 

والكافي كي تكون ؟ نصف مستمرة من الأعلى في »× هو أن يكون 
lim sup f(x) < f(xo)‏ . 


تقدم بتعريف ممائل لنصف الاستمرار من الأدنى . ثم أورد نتيجة ماثلة وَأْتٍ ببرهان لها . 


١ CY— $‏ 
برهن على أن محموع وحاصل ضرب دالتين كل منبها نصف مستمرة من الأعلى ( الأدنى ) دالتان كل متا نصف 
مستمرة من الأعى (الأدنى) . 


\or النهايات‎ 


نهايات المتواليات الحقيقية 


اكوريا 
(أ ) استنتج استنادا إلى نظرية ذات الحدين » أنه عندما 0 <ط . فإن 


5 للحفلةدءرمب) ممع (1+b)">‏ 
3 عا اء : 1 
(ب) إذاكتبنا .+1 = ”3 عندما 1 <ھ . فاثبت ان 0 = مط اا . واستنتج من هذا أن 1= 28زل. 


0 0 1 
وعندما 0>8>1 فاثبت ان 1 = 85 نهنا . 


8 7 ;3 * 8 
(ج) إذاكتبنا أن رط +1 = ۸7 . فبرهن أن 0 = مط ا . واستنتج من هذا أن 1 - 5م ہا 


0 1 
(د ) برهن أن إطرة) max‏ = * (”ط+ ٠ lim (a”‏ وذلك بفرض طرج عددين موجبين . 


77-0 


برهن أن كل متوالية متناقصة ومحدودة في ۸ لا بد وأن تكون متقاربة (إرشاد . راجع برهان النظرية .))٤.۳١(‏ 


زفقية 
قدم مثالا تبين فيه أن ليس كل متوالبة مطردة ومحدودة في © هي بالضرورة متقاربة في © 


8-84" 
' لتكن ١6۸‏ ,(مة) متوالية حقيقية متقاربة من 2 . بين أن ثمة متوالية جزئية مطردة ١6۸‏ ,( ,4 من 
م , (مة) متقاربة من ه كذلك . (إرشاد . هنالك محموعة جزئية غير منتبية 5 من الأعداد الطبيعية N‏ . بحيث 
{ar : n eS} € [a,a+ I[‏ أ 1,a]‏ -8[ ع (5 ع2 : {a,‏ 

إختر المتوالية الحزئية المطردة من الحال المناسب » ومن ثم استخدم النظرية ٠ ))٤٠۳۸(‏ 


T—f) 


تحقق»باستخدام نظرية ذات الحدين : بأن التولية ۸6۸ ,(بة) » حيث "( +1) = ,: متزايدة ومحدودة من 
الأعلى بالعدد 3 » ومن ثم فإنها متقاربة . 


\o¢‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


(V— 8(‏ 
(] ) تحقق من أنه اذاكان 3<1 . فإن “قم 2" 1+a+ ..: +a"‏ 
N jan‏ . فان 
كط 25 الصف 
n n+1‏ 


أباكان 8 من × ء ثم برهن أنه أباكان 


برهن كذلك ٠‏ أنه إذاكان 1 >2 >0 ٠‏ فإننا نجد أياكان ه من 20 أن 


_ a 
1-2 1 
n+ 1 n 


(ب) لیکن 5,م عنصرين ما من 0 ٠‏ حيث 5 >7 >0, استنتج أن 


اع لوب يرجه عندما 21ج 
8 5 
(ب) ا اقا لفحل عندما ‏ 0>48*>1 
7 5 
(ج) برهن أنه أ كان العدد هج الذي يكبر 1 . فإذ 


9) المتوالية [(1 - ")8 متناقصة تماما ومتقارية . 


19) المتوالية (( * 1801-2 مترايدة تماماً ومتقاربة من نفس نهاية المتوالية في 03 . 


برهن أنه ايا كان العدد الموجب 3 > فإن 


5 
(انذ) المتوالية [(1 - " 8) م) متقاربة . 


(YA—€) 


نقول عن متوالية 8614 ,(م3] إلما مطردة بعد عدة حدود ٠‏ إذا وجد عدد صحيح موجب ,م محیٹ تکون 
المتوالية لاع 5 , ( ١‏ م..م2) مطردة ٠‏ وهذا يعني أن المتوالية. . .... م8, ,مه متوالية مطردة . 


النبايات م1 


لنفترض الآن 1 >2 >0 . بين عندئذ أن المتوالية /2©2 ,1 ,نا)ء حيث "هم -مناءمتناقضة في بعد عدة حدود 


ومحدودة من الأدنى بالعدد 0 . استنتج من ملاحظة أن Un. = lau,‏ أن 0 - ) lim (na”‏ 


ما هو وضع المتوالية في الحالة >|ة| .وني الحالة ‏ 8|>1| ؟ 


)۹—-٤( 


إذا سرناعلى منوال المسألة السابقة : فأثيت أنه أيا كان العدد العادي م > فإن الشرط اللازم والكافي كي يكون 
lim (n* a") = 0‏ هو 3|>1|. 


هل المتواليات التالية ١‏ 6" ,(,ة) متقاربة 


(i) E 
25 
(ii) 5 
n? 


(iii) لیا اق عه‎ 
(iv) n (n+l 
a, 2 (لخة)‎ 


روک 
أثبت أنه أبأكان العدد الحقيني ه . فإن 0- شولا 


القصل الخامسس 


XK K MOK XK XO 
n 


لا بد أن يكون الطالب قد عرض لفهوم استمرار الدوال الحقيقية لامتغير الحقيق» وذلك في باكورة عهده بدراسة 
مبادىء علم الحساب التفاضلي والتكاملي . وإذا رغبنا في وصف غير دقيق لدالة مستمرة + ۴:۴۸ في النقطة × ٠‏ قلنا 
إنها الدالة التي تحافظ على قرب إحداها من الاخرى » بمعنى أن ۴ تنقل النقاط القريبة بصورة كافية من × إلى نقاط قريبة 
من (0] بقدر ما نشاء . وواضح أن العنصر الأساسي في هذا التعريف هو المسافة بين نقاط ۴ . إن هذا يبيب بنا إلى 
تعميم مفهوم الاستمرار: بحيث يشمل الدوال من فضاء متري إلى آخر » دون أن يكون هذان الفضاءان حقيقيين 
بالضرورة > وبحيث يستنتج التعريف التقليدي لاستمرار الدوال الحقيقية للمتحول الحقيتي من هذا التعريف المعمم 


للاستمرار. 
١‏ - تعاريف ونظريات أساسية 
Basic Definitions and Theorems‏ 
۱ - تعاريف 


ليكن (9,) و (2,¥) فضاءين متريين . نقول عن دالة ۷ × :۴ إنها مستمرة في النقطة م× من × 
إذا قابل كل عدد موجب ء عددٌ موجث 4 . بحيث أنه إذا كان × عنصرا من × و 4,.«)لاع» > فإن 
(.(.:8)لاء 80. وإذاكانت ؟ مستمرة في كل نقطة × من × : فإنه يقال بأن ۴ دالة مستمرة (من الفضاء (2,) 
إلى الفضاء ”9/,8) » أواختصارءإن ۴ دالة مستمرة على × . وبعبارة أخرى » فإن ۷ +× :۴ تكون مستمرة في × 
من × . إذا قابل العدد الموجت ع عدا موجث 4 . نحيث إذاكان × عنصرا من × يحقق المتراجحة 4 > (م×,×)5 » 
فإن ٤‏ >((2) , 060 )2. 
10۷ 


10۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


هذا » وفي الحالة التي يكون فما كل من (2,×) و )۲,٥'(‏ الفضاء المألوف 8 » فإن التعريف بأخذ الشكل 
التالي : نقول عن الدالة ‏ + 8 :۴ ها مستمرة في النقطةا ,× إذا قابل كل عدد موجب ع عدد موجب 4 . نحيث أنه 
اذاكان × عنصراً من × و 4 >|م×-×| > فإن ٤‏ >|(ہ×)۴- )۴| . وبعبارة اوت > فإن التعريف السابق يغدو 
التعريف التقليدي لاستمرار الدالة الحقيقية للمتغير الحقيق . 


هذا » وإذا كانت ۴ تقابلا > فثمة دالة عكسية ۴٠‏ [ لاعلى ×. وفي هذه الحالة ء إذا كانت کر هخ 2 
مستمرة : فإن ۴ تدعى هوميومورفيزما ‏ أو تطبيقاً توبولوجيا أو تقابلا ثناني الاستمرار. ويقال عندئذ إن الفضاءين 
(«,×) و (”۲,7) هوميومورفيان أو متكافتان توبولوجيا . 


وإذا كان الفضاءان (5,») و (9],2) هوميومورفيين ٠‏ ونحقق فضلا عن ذلك الشرط 
D۴ ,۴)((‏ =( )2 . أياكان × من × . فإن ۴ تدعى دالة إيزومترية . ويقال عندئذ عن الفضاءين 
الهوميومورفيين (60<,2) و 2,لآ) اهما إيزومتريان . 


وتجدر بنا الاشارة إلى أن العلاقات المترية في الفضاءين الإيزومتربين واحدة > ول وجه الاختلاف بينهما 
يكن في طبيعة عناصرهما » الأمر الذي يعتبر غير ذي بال في نظرية الفضاءات المترية » لذا يعتبر الفضاءان الايزومتريان 
متطابقية . 


۲ _ أمثلة 


)١(‏ لنأخذ الفضاء ء الحقيتي الألوف ۴ ٠‏ والفضاء الاقليدي ثنافي البعد ۸ . لنعرف دالة ٣‏ + © :۴ بالدستور 
«,» =( ؛ أيا كان العدد الحقيقي + فلنين أن ۴ مستمرة.. في اللققة + ليكن ۷ عنضراً 
اختيارياً من 8 و ٤‏ عددا موجبا ما » ولنختر العدد êz‏ - 4 . إذا رمزنا ب © للمترك الإقليدي على 
R^‏ فإننا نلاحظ أن 


[(x-*+(x-y*]? <e => D(X (YY )<e‏ >= 4 > ردير 
D(f(N,f())<e‏ >= 
وبالتالي » فان + مستمرة . 
(۲) لنأخذ المجموعة "۸ » ولنعرف علما أولاً امترك الإقليدي 2 »)۳,٠١(‏ ثم المترك المنقطع © (۳,۱۲) . 


عندئذ » نحصل على الفضاء الإقليدي "۴ وفضاء النقاط المنعزلة (©,"۸) . لترمز ب 1 للدالة المطابقة 
على المجموعة 27 ؛ ولنبين أن الدالة 1:)R",6( ~^ R"‏ مستمرة . 


الدوال المستمرة من قضاء متري الى حر 1۵۹ 


في الحقيقة » ليكن لو عنصراً اختيارياً من ”۸ و ع عدذا موجبا ما : ولنخترالعدد 4 مساوياً للعدد 1 . لماكان 
ع >0 -(1)272, D(x) =0 => D(I(N‏ جه بر دير هه | > زوبر)ن 


فإن "8 + )R”,0(‏ :1 مستمرة . 


لنزمز الآن للدالة المطابقة على المحموعة ”۸ ب 1 ٠‏ ولنبين أن الدالة (۸7,6)+ ":1 غبر مستمرة . لنفرض 
يلا أن 1 معمزة رليك 1 حم عة سال عدد سحب 6 یت 


D(xY<d 0ح‎ )1)0 ,1)2(> 1 


لنختر العنصرين لإر»د من "۴# اللذين نحققان المتراجحة 4 > (2*,1 ١‏ بحيث يكون ر+× . (من الواضح وجود مثل 
هذه النقاط ) . عندئذ يكون 

ا = G(i(N,i()»)<1 => G(x > [ =>x‏ 
وهكذا . فإن تسليمنا باستمرار الدالة المطابقة (©, "۸)+ "1:۸ يوقعنا في تناقض . وبالتالي . فان هذه الدالة المطابقة غير 


رة ۽ 


بين هذا المثال علاء أن استمرار دالةء؛من الفضاء المتري (X,D)‏ إلى شا متريئي خر (,)لا بتحدد مبذه 
الدالة فحسب . بل وبدالتى المسافة ”2,2 كذلك . 


(۳) لیکن » عدداً حقيقياً موجبا . ولتكن (/5,لا)+ (3),8):؟ دالة غامرة . حت( 20,199 )10> = 5)×x,۷(‏ 
أيا كان × من ×. سنبين أن ۴ هوميومورفيزم . نلاحظ أولاً أن ۴متباينة > ذلك أن + 


< 0 - (()1؟, «)؛) 2ه + 0 -(0):, 0 ))) 0 >= f(0 = f(Y‏ 
/ا << <-0 - D(x)‏ >> 


فرض الکن ٭ عضا سا ن کے وج اعتداً رجا افا وخر کے ا کان 
کے 4 D(f0,»)<‏ ج 4 > (ر,×)0 . فإن ۴ مستمرة . 


م sal aê‏ ¥ ااا ا اک E‏ 
يڪن 2 عنصرا ما من وء عددا مو ولنختر کے ن 
ع = D(z, <é => D(fX2 ,f(u) (> ad‏ 


فإن هه مستمرة كذلك 3 وبالتالي 3 فإن f‏ هوميومورفيزم 


إذا عدنا إلى تعريف نباية دالة من فضاء متري إلى آخخر » فاننا تلمس تقاربا بين هذا التعريف ٠‏ وتعريض استمرار 
هذه الدالة . وعلى وجه التحديد ترد النظر يتان التاليتان ‏ 


۱1 الدخل الى التحليل الرياضي 


۳ - نظرية 


إذاكانت الدالة ۴ من الفضاء المزي (0*,8 إلى الفضاء التري ('0,) مستمرة في النقطة مك« من × 
وكانت ه* نقطة حدية ل × . فإن (ہ×)؟ = f)»(‏ مرا 


ملاسم 


الرهان 


يزب على كون الدالة 4 مستمرة ف 3 € آي يقاب ل كل كرة مفتوحة N(f(x.),£)‏ كرة مفتوحة cN(xo,0) û‏ 
بحيث أنهإذا كان × غنضراً من × منتميا إلى ,»)× ٠‏ فإن (20)(,4» ٩)0‏ . يتعين على هذا أنه إذاكان × 
شرا من × منتميا إلى (۵, .»)۸ (وهذا العنصر موجود لأن × نقطة حدية ل × ضا ٠‏ فإن (۴)۸ عنصر من 
9( ×)) . وهذا يعني استنادا إلى (4,11) » أن a. ljm f) = f(x‏ 


4 نظرية 


لتكن ۴ دالة من*الفضاء المتري (©,6) إلى الفضاء المتري (*8,ل) .ولتكن ,× نقطة حدية ل × وتنتمى إلى 
× . فإذاكان ل«)؟ = ۴)0 بهذا » فإن ۴ دالة مستمرة في م 


البرهان 


لين ((.)2)1 كرة مفتوحة اختيارية مركزها (.*)1 في ¥ . اذن نجد استنادا إلى (4,11) » أن ثمة كرة 
مفتوحة (20)«.,4 مركزها ,× . نحيث أنه إذا کان x‏ عنصراً من × نت ينتمي إلى (۵, »)۸ > فان 120 عنصر من 
(,(×)6) . لیکن × عنصراً من × منتمياً إلى (, ×( . فإذاكان عد . = × فإن O)‏ (لأن أي كرة 
مفتوحة تحوي مركزها ) .وإذاكان x# Xo‏ « فإن (4, xe N(x‏ « وبالتالي N(f(x.),e) ilj‏ € 1)0 يقي . وهذا يعني أنه 
إذاكان × عَنصراً من XxX‏ 5 2 إلى (0, N(x‏ ء فإث €N)f)x.(,)‏ («), » لذا فإن ۴ مستمرة في النقطةء×. »« 


وتجدر بنا الإشارة إلى أن كل نقطة ,× من × ليست حدية ل × لا بد أن تكون نقطة استمرار ل ۴ ٠‏ ذلك أنه إذا لم تتحقق 
هذه الدعوىءلوجدنا استنادا إلى )8,١11(‏ عددا موجبا ,» ٠‏ بحيث أنه إذاكان 4 أي عدد موجب فهنالك عنصر × من 
N(x 4‏ ء يث يكون (,ء, (,)20)1» f)»‏ . ومعنى هذا » أنه أيا كانت الكرة المفتوحة (4, N)»‏ الي مركزها 0 فثمة 
عنصر × مغاير ل ,×+ محيث (4, .)لاع ٠‏ أي أن × نقطة حدية لع ؛ وهذا حلاف الفرض . 


نستنتج من النظريتين السابقتين . بأنه في حال كون ,× نقطة حدية ل × ومتتمية إلى × ٠‏ فإن الشرط اللازم 
والكافي كي تكون ؟ مستمرة في ,× هوأن يكون ۴)×۵ = ۴)0 1:۳ . ومن الحدير بالملاخظة . أنه بالامكان صياغة هذا 
الشرط بالشكل lim f( = flim‏ . وهكذا » فإذا كانت ۴ دالة مستمرة في النقطة × > فتصح المبادلة بين 
موضعي رمز النهاية im‏ ورمز الدالة ۴ . 


الدوال المتمرة من قضاء متري الى آخخر ۱۹۱ 


سنورد الآن نظرية تحدد الدوال المستمرة بلغة الكرات المفتوحة . 
٥‏ - نظرية 


اء لشرط اللازم والكاني كي تكون الدالة ۴ من الفضاء المتري (ن) إلى الفضاء المري (Y,D’)‏ مستمرة في 
النقطة ,× من × هو أن يقابل كل كرة مفتوحة N))×(,(‏ مركزها (م×)؟ ني لاءكرة مفتوحة (۵, »)۸ مركزها × ني 
١ ×‏ بحيث يكون ©,(.)1) N‏ >( (00).,4)؟ . 


البرهان : 


لنفرض أن ؟ مستمرة في × من × . إذن يقابل العدد الموجب ء . عدد موجب 4 . بحيث أنه إذاكان 
x‏ عنصراً من × وك >(ءلا“*/2 . فان ء >((.*)2)8)0(,1 . ويترتب على هذاه أنه إذاكان (4, ,)لاع » . فإن 
fx) € N(f(x.),e)‏ . وبالتالي : يكون (£,(.×)؟)N×‏ >( (, »))۴ . 


وبالعكس . لنفرض أنه يقابل كل كرة ,20100 مركزها (×)؟ ني ۷ » كرة 28.4 مركزها ×٥‏ في 
× . بحيث يكون (,(م»)N)۴‏ >((4,م۴)۸N)x‏ 


نهدا يع أنه قال کل عند مرجب 6 عده موب 4 > تيك 
(,0))للء f(N‏ >= ورملاع» 
او 


ء ,f(%)<‏ و<)؟) 2 >= ف > D(x,‏ 


أي أن ۴ مستمرة في النقطة ,كا 


5 - نتيجة 


يترتب على النظرية السابقة أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۴ من الفضاء المتري (2,) في الفضاء 
المتري (”8,/) مستمرة»هو أن يقابل كل عنصر × من × . وکل عدد موجب »عدد موجب ف (تابع في الحالة العامة 
ل ×5 ). غعيث يكون ,)20 )۸)×x,0((>‏ . 


وفضلاً عن إمكان التعبير عن الدوال المستمرة بلغة الكرات المفتوحة ٠‏ فن الممكن استخدام لغة الحموعات المفتوحة 
أو المغلقة في تحديد الاستمرار . وأولى هذه النظريات تعمج للنتيجة السابقة . 


1 ادحل الى التحليل الرياضي 


۷ - نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۴ من الفضاء المتري (06,2 إلى الفضاء المتري (۲,2) مستمرة»هو أن 
يقابل کل عنصر × من × . وکل جوار ۷ ل 600 جوار نا ل × : يحيث ۷ ع ((])1. 


البرهان 


لنفرض أولا أن ۴ مستمرة؛ولتكن × نقطة اختيارية من × . فاذاكان ۷ جوارا ل (*)۴ . فهنالك كرة 
مفتوحة (ء, ۸)60 مركزها 100 . نحيث ۷ ,2/080 . لكن ۴ مستمرة : إذن نجد استنادا إلى (8.168) . أن 
هنالك كرة مفتوحة (20*,42 مركزها × . نحيث(ع,()2/)6 )N)×,0(>‏ ]هذا يعني أن هنالك جواراً ل × هو 
N(x, ê)‏ = لآاء يث (UC V‏ . 


وبالعكس . لنفترض أن شرط النظرية محقق . إذن يقابل الكرة المفتوحة (ء,()۸)6 جوار لا ل ×+ بحيث 
N),‏ >( . ولا كانت لا مفتوحة . و لا€× . إذن هنالك كرة مفتوحة (۸)×:6 مركزها × ٠‏ بحيث 
نا ,»)2 . الأمر الذي يترتب عليه أن (ء,()N)۴‏ > (نا)! ء((20)5,4)! » أي أن ۴ مستمرة (0.15) . » 


نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۴ من الفضاء المتري (2,<) إلى الفضاء المتري ('۲,0) مستمرة » هو أن 
يكون الخيال العكسي وفق ۴ لأي محموعة مفتوحة في (١5,/ا)‏ مجموعة مفتوحة ي (06,2 . 


الرهان 


لنفرض أولا أن ۴ مستمرة » ولنبرهن أنه أيا كانت الحموعة المفتوحة لا في (',لا) ٠‏ فإن (ا)-۴ مجموعة 
مفتوحة في (9,8) . فإذاكانت (6)]0 خالية » فإنها مفتوحة . أما إذاكانت (7)1؟ غير خالية . ورمزنا ب × لعنصر 
اختياري منها » فان (*)1 محتوى في ا . ولماكانت لا مفتوحة . فثمة كرة مفتوحة (,()701 مركزها ()۴ محتواة في 
ا . وبما أن ؟ مستمرة»فهنالك كرة مفتوحة (۸)×,0 مركزها × . محيث (,(۸)۴)۸ ع ((1)00*,4 . ويترتب على هذا 
أن لا ک((۸),۵) . إذن (10)؟ ,»)20 . وهكذا نكون قد وجدنا أنه بقابل كل عنصر × من (10)”؟كرة مفتوحة 
2.4 6 مركزها «»حتواة في ([1)-؟ ٠‏ وهذا يعني أن ([1)-؟ مفتوحة . 


وبالعكس » لنفرض أنه أيا كانت المجموعة المفتوحة لا في '8,لا) > فإن (ا)“۴ مجموعة مفتوحة في 
(5,5© » ولنبرهن على أن ۴ مستمرة . لتكن × نقطة اختيارية من × ٠‏ ولتكن (70)1)0,4 كرة مفتوحة اختيارية 
مركزها(»)۴ في ۲ . لما كانت كل كرة مفتوحة مجموعة مفتوحة » فإن ((,(«)7/)1)-؟ مجموعة مفتوحة في × » وهذه الحموعة 
تحوٍ × . وبالتالي » فهنالك كرة مفتوحة (0),4! مركزها × ٠‏ بحيث ((,(00)8)/ > (ه,») ٠‏ الأمر الذي يترتب 


الدوال المستمرة من فضاء متري الى اخخر ۱۳ 


عليه أن N), N,‏ . ويعني هذا » استنادا إلى (0,15)»أن ۴ مستمرة في النقطة × . وبما أن × نقطة 
اختيارية من × . فإن ؟ مستمرة . ه 


64 نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ؟ من الفضاء المتري (0,8 إلى الفضاء المتري (8,/ة) مستمرة » هو 
أن يكون الخبال العكسي وفق ؟»لأي مجموعة مغلقة في (",/9)) مجموعة مغلقة في (,06 


البرهان 


لنفرض أولاً أن ۴ مستمرة .و2 عموعة مغلقة اختيارية من ('5,/ا) .. عندئذ » تكون ۷-۴ مفتوحة في 
هذا الفضاء . وبالتالي » واستناداً إلى النظرية (8,18) » تكون ۴٠)۷-۳‏ محموعة مفتوحة . ولاكانت المجموعة الأخيرة 
تساوي ۴)5 -× . فإن 8)؟ مغلقة في (06,2 . 


وبالعكس » لنفرض أنه أيا كانت الحموعة المغلقة ۴ في ('8,لا) » فإن ۴)5 مغلقة في (0,5 . سنبين 
عندئذ أن ۴ مستمرة . لتكن لا مجموعة مفتوحة اختيارية في ('۲,2) . إذن هناك مجموعة مغلقة ۴ في هذا الفضاء » 
يث لا-لا- . لكن الحموعة (لا) 2-47 = (ل1-ل9إ)0؟ = (58)؟ مغلقة فرضا في (ط, »> إذن (([آ)-؟] 
محموعة مفتوحة في (,×) . وهكذا نكون قد وجدنا أن الخيال العكسي (ا)۴ لكل مجحموعةٍ لا مفتوحة في 
,)2 » هو محموعة مفتوحة في (06,2 ٠‏ وبالتالي فإن ؟ مستمرة . ه 


ويحدربنا التنبيه إلى أنه ليس من الضروري أن يكون خيال بحموعة مفتوحة ( مغلقة) وفق دالة مستمرة بجموعة 
مفتوحة (مغلقة) . وعلى سبيل المثال » فإن خيال المجموعة المفتوحة ]1,1 -[ وفق الدالة المستمرة + ۴:۸ المعرفة 
بالدستور **-(5)2»هو المجموعة غير المفتوحة ]0,1] . كذلك : فإن خيال الحموعة المغلقة ]© +,1] وفق الدالة 
المستمرة ۴ + *© :8 المعرفة بالدستور = 800 > هوالمجموعة غير المغلقة [0,1[ . 


هذا » ويمكن تحديد الدوال المستمرة بلغة المتواليات المتقاربة كا تبين النظرية التالية . 


05 نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۴ من الفضاء المتري (06,8) إلى الفضاء المتري ('9/,9) مستمرة في 
النقطة م من × > هو أن يقابل كلَّ متوالية 6۸ ,(.×) في × متقاربةٍ من م* متوالية 20 , ((*)1 )في لامتقاربة من 
f(xo)‏ 
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البرهان 


لنفرض أولاً ۴ مستمرة في النقطة ×٠‏ . لتكن ۸6۸١‏ ,(«×) متوالية في × متقاربة من × » ولنبرهن على أن 

51 , ((,*)؟ أمتقاربة من(0) في لآ . لماكانت ۴ مستمرة في × ٠‏ فإنه يقابل العدد الموجب الاختياري © . عدد 

موجب 4 . محيثء > (2)9«,(,500 <= 4 > 5)x,,×(‏ .وا أن ×+ ,× ء فهنالك عدد صحيح موجب 

٤‏ » بحيث 4 >(,,.*)2 <=[ <0. ويترتب على هذا ؛ أنه يقابل العدد الموجب الاختياري ع . عددٌ صحيح 
موجب N,‏ نحيث ء N,=> D'(f(x.),f(x,))<‏ <م . وهذا يعني أن 0ح f(x)‏ . 


وبالعكس » لنفرض أنه يقابل کل متوالية م لاعه ,[,») في × متقاربةٍ من ,× . متواليةلا عه , (,×)۴ إن ۷ 
متقاربة من (1*0 ؛ ولنبرهن أن ۴ سعمرة في النقطة رچ 


لنفرض مؤقناً . أن ع غير مستمرة في النقطة ,× . عندئذ . لحد إستناداً الى النظرية (8.15) أن ن هنالك كرة مفتوحة 
200,2 مركزها (م»)8 بحيث لا يمكن لخيال أي جوار ل ,× أن يكون محتوى في 2)10*,(,4 . لتأخذ متوالية 
الحوارات N(x} , 2 N‏ ) ولنشكل المتوالية ۸6۸ ,[,×) » بحيث x, EN(xo,)‏ و fxn) êN(f(xo),e)‏ . من 


الواضح أن × = ,* ءي حين (.*)1 * ٩)×(‏ 1۳ا . ولا کان هذا مناقضا للفرض » فإن 4 مستمرة في ,× . » 


,0 - نتيجة 


يترتب على النظرية السابقة » أن الشرط اللازم والکاني كي تكون الدالة ‏ من فضاء المترري (56,2) إلى الفضاء المتري 
(”,) مستمرة هو التالي : أيا كان العنصر × من × » وأياً كانت المتوالية ١6۸‏ ,,*×) في × المتقاربة من × ٠‏ 
فالمتوالية اله , ((,×)۴ ]في لا » متقاربة من 80 . 


يمكننا القول » استنادا إلى النظرية السابقة . بأن الدالة المستمرة من فضاء متري إلى فضاء متري آحر هي تلك التي 
تحول المتواليات المتقاربة في الفضاء الأول إلى أخرى'متقاربة في الفضاء الثاني وبعبارة أخرى فإن الدالة المستمرة هي تلك 
الي تحفظ التقارب . 


0,14 نظرية 
لتكن ۴ دالة مستمرة من الفضاء المتري (06,52 إلى الفضاء المتري('۲,0) و ج دالة مستمرة من الفضاء المتري 


(ط,) إلى الفضاء المتري (”2,2) . عندئذ » تكون ۴٠ع‏ دالة مستمرةمن(2,) إلى (”2,2). وإذا كانت كل 
من مع هرميومورفيزما › فإن هع تكون هوميومورفيزما كذلك . 


الدوال المستمرة من فضاء متي الى حر 11 
الرهان 


لتكن لا محموعة مفتوحة ما في (”2,0) . لما كانت ع مستمرة . فإن ((1)-ج مجموعة مفتوحة في 07,20 
(18,ه). لکن ؟ مستمرة أيضاً ‏ لذا فإن ((1)-8)-؟ محموعة مفتوحة في (04,2 . وبا أن الحموعة الاخيرة 
هي (ا)-9مع) ٠‏ فإننا نستنتج أن الخيال العكسي لأي مجموعة مفتوحة في(2,2)وفق 801 هو بجموعة مفتوحة في 
( ء إذن 807 مستمرة . 


لنفرض الآن أن كلا من 18 هوميومورفيزم . لما كانت 18 دالتين متباينتين وغامرتين . فإن 2 +× :۰۴ع 


متباينة وغامرة . وبما أن كلا من “87 "و 5,8 مستمر › فإن هع ودع .»م “۰9ع )مستمرتان » وبالتاللي » فإن 
۴ هوميومورفيزم . » 


سنورد الآن نظريتين تبينان أن الدوال المستمرة تحفظ التراص والاتصال . 


15 نظرية 5 


إذاكانت ۴ دالة مستمرة من الفضاء المتراص (52,<) إلى الفضاء (۲,2) ٠‏ فإن (×)۴ محموعة جزئية متراصة 
في ,¥ 


البرهان 


لنفترض :1٤1[‏ :1] أي تغطية مفتوحة ل (606 . لما كانت ۴ مستمرة عفإن[161, ((10)" إتغطية مفتوحة ل 
(,) . وبما ان )×,٥(‏ متراص . فيمكن إيحاد عدد منته من العناصر ,لا مثل ,نلا,....,,لا بحيث تشكل 


((,نا)”؟,. . .,( :610 تغطية[(,006. أي إن (, ,)۴لا . .لا(,,نا)-6 = ×. ويترتب على هذا أن 
ع ((,,10)-؟ )؟ نا .. .نا( (رنا)؟)؟ = UfXU,,))‏ . . .نال ن)»)؟ = f‏ 


ورلاناوولنااينة ع 


وهذا يعني أن ! ,لاء ...٠لا‏ تغطية جزئية منتبية من التغطية المفتوحة الاختيارية (1ع1, ٫لا)‏ ؛ إذن ()۴ مجموعة 


متراصة . م 
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6 نتيجة 


يترتب على النظرية السابقة أنه إذاكانت ؟ دالة غامرة ومستمرة من الفضاء المتراص (6,8© على الفضاء ('2,) 
فإن (8,). فضاء متراص . نستنتج كذلك أنه إذا كان (06,5. و (00,83) فضاءين هوميومورفيين » وكان أحد 
هدين الفضاءين متراصا . فإن الفضاء الاخر متراص بالضرورة . 


5 نظرية 


إذاكانت ؟ دالة مستمرة من للفضاء المتصل (2,×) إلى الفضاء 2,لا) . فإن (×)۴ مجموعة جزئية متصلة في 
(Y,D’)‏ 


البرهان 


لنفرض جدلاً أن 500 ليست متصلة . إذن 7 5 = 530 . حيث 5,7 مجموعتان جزئينان من 06 
غير خاليتين منفصلتان ومفتوحتان في (۴)8 . واستنادا إلى تعريف الحموعات المفتوحة في الفضاءات الحزئية . فهنالك 
محموعتان ۷,لا مفتوحتان في لا : بحيث لا 2306 -5 و۷ 0۸ -1. لکن 


X9 = د‎ )1)206 U) = 1١ )1)0:0(6 fFX(U) = Xn fU) = (نا)؟‎ 


ونجد بصورة ممائلة أن ۴)۷0= ۴)0 . ولا كان من الواضح ‏ بأن ۴)7 ن(8)"؟ = × . فإن 
۷ دا (نا)/ = ×. وبما أن 8,۳ غير خاليتين ومنفصلتان . فإن(60)9 و (۴)1غیر خاليتين ومنفصلتان . وبالتالي فان 
۷ و )5 غير خاليتين ومنفصلتان. وإذا أضفنا إلى هذا ان الجموعتين الأخيرتين مفتوحتان في × (لأن 
۷+×:۴ مستمر)ء فإننا نستنتج أن (8,) فضاء غير متصل . وهذا خلاف الفرض . وبالتالي . فلا بد أن تكون 
المجموعة الحزئية (106 متصلة في2,ل). م 


 ,۷‏ نتيجة 
يترتب على النظرية السابقة » أنه إذا كانت ۴ دالة غامرة ومستمرة من الفضاء المتصل (6,8) على الفضاء 


,لا) » فإن (2,¥) فضاء متصل . نستنتج كذلك » أنه إذاكان («,×) و (۲,2) فضاءين هوميومورفيين . 
وكان احد هذين الفضاءين متصلا » فإن الفضاء الآخر متصل بالضرورة . 


الدوال المستمرة من قضاء مثري الى آخر 1۷ 


۲ - الاستمرار المنتظم 


Uniform Çontinuity 


التكن ؟ دالة للفضاء المري (2,×) في الفضاء المتري (”۲,2) تناح ا جد مستمرة » فإنه 
يقابل كل نقطة × من × ؛ وکل عدد موجب 4 ؛عدد موجب 8 (تابع ل »و ٤‏ ) : بحيث أنه إذاكان ضرا 
من × وك )x,×.(>‏ 0 فان ٤‏ >((م«)؟ ,()2)1. ویرد في هذا المقام السؤال التالي : إذا كان ع عددا موجبا اختياريا . 
فهل يمكن إيحاد عدد موجب 4 . تابع ل ع فقط . بحيث بتحقق الشرط السابق ٠‏ أيا كان م* من × ؟ 


من الممكن إبراد أمثلة لدوال يتحقق فيها المتطلب السابق . ودوال أخرى لا يتحقق فيها هذا المتطلب . 
إن صف الدوال من الط الأول تدعى الدوال منتظمة الاستمرار ( أو شاملة الاستمرار) . 
1 - تعريف 


لیکن (2,») و (¥,D')‏ فضاءي' ن مریب بو كاذالة لي ا . نقول إن ۴ دالة منتظمة الاستمرار 
من الفضاء (5,>) إلى الفضاء ('۲,5) .(أوعلى )×,٥(‏ . أو اختصاراً على ×) . إذا قابل کر عدد موجب ع . عدد 
موجب 6 د فتك اة إذا کان ×× عنصرين من × بحيث 4 >('×,×)0 . فإن ع D(fO),f(X'))<‏ . 


۲ مثال 


لتكن ۸ +[۴:]0,1 دالة معرفة بالدستور *×=(»)۴ . سنبين أن ۴ منتظمة الاستمرار على [0,1] . 
باعتبار [0,1] فضاء جزئيا من ۴ . نلاحظ أن : 
-f(x*)| = |x*—x*| = |x-x||x+ | >‏ 1)9 | 


(Ixl+|x|)|x—x'| <2|x—x |‏ < 
. 5 نوعو .اوه 5 
نستنتح من هذا انه اذاکان ع >|"<-«| . فان ١‏ >|('×)۴- (:)4|. 
٤ 2 0 26‏ 


وهكذا . نكون قد وجدنا أن شرط انتظام الاستمرار محقق ٠‏ إذ وجدنا أن العدد الموجب 4 . الذي يقابل العدد 
الموجب الاختياري »ع هو چ = 4. 
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۳ مثال 
سنبين أن الدالة 8ج ۴:8 المعرفة بالدستورة* = ۴)١0‏ ليست منتظمة الاستمرار على ۴ , 
لوفرضنا جدلاً » أن ۴ منتظمة الأستمرارعلى 8 ء لقائل العدذ 3:- + > غدداموجب 8 . يخيث أن المتراجحة 
>|*-*| تقتضي المتراجحة ۴×(|>1- ۴0| . لنفرض الآن 0<× و 4+»- * ٠عندئذ‏ يكون 
>| ×-×| »کا نجد : 


f(0 -f(x)| = |x+ x ||x—*| = اا كب‎ 2 
= 1 )4+ (< ل‎ )49 = xd 


فإذا فرضنا ا = × . وجدنا 1 <|()8- |٩00‏ ۰ في حين يحب أن يكون 1 > |4080 - 8020| . وبالتالي . فلا يمكن أن 
تكون ؟ منتظمة الاستمرار على ۴ ( رغم كونها مستمرة على ۴ ) . 


4" مثال 


يمكن التحقق بسهولة » من أن الدالة الإيزومترية لفضاء متري في فضاء متري آخر منتظمة الاستمرار. 


نستتتج من تعريف الاستمرار المنتظم » أن كل دالة منتظمة الاستمرار مستمرة . بيد أن العكس غير صحيح . کا 
يبين المثال ( 3# ره ) . 


ستبين الآن » أن الشق الأول من النظرية ٠ )٥,۱۹۳(‏ يبقى صحيحاًءليس عندما تكون الدالتان 5,8 مستمرتين 
فحسب 3 بل ومنتظمي الاستمرا ركذلك 3 
6 نظرية 
ليكن ۴ دالة منتظمة الاستمرار من الفضاء المتري (36,5)إل الفضاء المتري (”۲,2) و 8 دالة منتظمة الاستمرار 
من الفضاء المثري (*5,ل9) إلى الفضاء المتري(””2,2) .عندئذ » تكون ۴٠ع‏ دالة منتظمة الاستمرار من (06,2 إلى (*'2,5), 


البرهان 


یکن + عدا موجبا ما لا كانت 8 متظمة الامتسرارء فة عد وجب :8 + نيك 
ع >((*8)9,(د)ع)””2 <= و > (”ز,و)'2. وبا أن ۴ منتظمة الاستمرار كذلك.. فثمة عدد موجب 4 . نحيث 


D(x,x')< dé => D'(f(x),f(x'))< n 
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ويترب على هذين الاقتضاءين › أن لكل عدد موجب م » عددا موجبا 4 . ميث أن 
ع >((9)*0٠ع),‏ )9 مع))”2 <= 4 >('×,0)x.ویعنی‏ هذا ؛ استنادا إلى التعريف (١7,ه)‏ » أن 805 دالة منتظمة 
الاستمرار ل (2,) في (”"2,2) . »ه 


على الرغم من أن الدالة المستمرة ليست بالضرورة منتظمة الاستمرار » إلا أن النظرية الهامة التالية تقرر أن لا فرق 
بين الاستمرار والاستمرار المنتظم على الفضاءات المتراصة . 


5 - نظرية 


إذا كانت (,لا)+ (۴:),2 دالة مستمرة من الفضاء المتراص (06,2 إلى الفضاء 09,2 . فإن ؟ دالة 
منتظمة الاستمرار على × 


الرهان 

ليكن ٤‏ عددا موجبا ما . لما كانت الدالة ۴ مستمرة على × . فإنه يقابل > . وكل عنصرج من »بعدد 
موجب 7 (تابع 5 ا چ م غنيك أنه إذاكان × عضا من × تحقق الشرط « >2)*,2 . فإن 
عط > ((1)0,1)2) 8 . وهذا يعني أنه إذاكان × عنصراً من الكرة المفتوحة .۸)2 . فإن (-6۸))2(,1 100 . من 
الواضح أنه عندما يسح العنصر 2 الحموعة × . فإن جاعة الكرات (۸)2,2 تشكل تغطية مفتوحة ل × . ونا 
كان (8,) فضاء متراصا. فإن هذه التغطبة لا بد وأن تحتوي تغطية جزئية منتبية ٠.‏ ولتكن 
Na) 1‏ { . ليكن 0 ”.ريو هته Û‏ = فولیکن'× ,× عنصرين من 3 . خيثف > ('لا, )12 
إن × لا بد وأن تنتمى إلى أحد الكرات المفتوحة . ولتكن مثلاً الكرة (00)2,,3. عندئذ يكون 3 >(0)×,2 . 


يتب على هذه المتراجحة . وعلى كون 4 > ,عا« عأن n‏ >2)*',2,0. وبالتاللي فإن 


D(f(0,f(%))< 2 (f(0, f(z) ( + D (fe), f(2))< berhe = 3 


وهكذا تكون قد وجدنا أنه يقابل العدد الموجب الاختياري ع + غدة موحت 8 «.عيكه أنه إذااكان 7 
عنصرين من × و 5)×x,×*(>4‏ . فإن ع D'(KX),f(x'))<‏ . هذا يعن أن ؟ منتظمة الاستمرار على × (5.51) . ه 


من أعقد المشاكل . الي تجامهنا لدى محاولة معرفة ما إذاكانت دالة متباينة وغامرة 4 هوميومورفيزما . مشكلة 
اقا تسترا ار الدالة العكسية 5 . وتوفر النظرية التالية حلا خاصا هذه المسألة . 


iiin‏ المدخل الى التحليل الرباضي 


۷ - نظرية 

لتكن ۴ دالة متباينة وغامرة من الفضاء المتراص (2,×) على الفضاء المتري (',۲) . فإذا كانت ؟ مستمرة على 
Xx‏ + (وبالتالي منتظمة الاستمرار على × ) ۰ فإن ۴ هوميومورفيزم . 

الرهان 

كي نبين اک ۶ هوميومورفيزم . یکن إثبات استمرار “ني اذاكانك 8 أي محموعة جزئية مغلقة في (06,5) 
قان ۴ متراصة (58431.) . وبالتالي فإن (۴)۴ متراصة كذلك (8,144) . واستناداً الى 87" .*)ء فإن f(F)‏ 


مغلقة في (,¥) . لا کان 8)-(-؛) = f)‏ فاننا نستنتج أن الخيال العكسي وفق ۴ لأي مجموعة جزئية مغلقة ۴ 
K,D) 5‏ . هو مجموعة مغلقة في (9/,2) + لنيا فان “۴ مستمرږ. 8ه 


لقد رأينا عند دراستنا للاستمرار ٠‏ أن الدالة المستتمرةمن فضاء مثري سس ی تحفظ 


تقارب المتواليات . بمعنى أنه إذاكانت 20 ,× متوالية في (,06 متقاربة من ,× . فإن المتوالية ۸ عد , [(»)؟) لله 
بد وأن تتقارب من (1)*0 . وسنبين الآن أ الدالة المنتظمة الاستمرار لفضاء مري 5 انحر تحفظ المتواليات الأساسية 
( متواليات كوشي ) . ب ع بغض النظر ع ن کون هذه المتواليات متقارية أو متباعدة . 

: نظرية‎ - ٨۸ 


إذاكانت ؟ دالة منتظمة الاستمرار من الفضاء المي (X,D)‏ إل الفضاء المري D’)‏ «لا)ء وكانت (nb ne N‏ 
مالل أباسة في (,) . فإنلاءه , ((, 1. لا بد وأن تكون متوالية أساسية في(0,ل) . 


البرهان 


لیکن e ٤‏ يان . لما كانت ۴ منتظمة الاستمرار. فثمة عدد موجب 4 . حيث أنه إذا كان 
× ور عن ن × يحققان الشرط 4 > (ر,,*)2 . فان ع >((×)؟,( 5)٤)»‏ . ولا كانت "6N‏ ,>| متوالية 
لمعن 5 فإنه يقابل العدد الموجب 4 . عدد صحيح موجب 06 . بحيث أنه إذا كان 0,8 عددين 
صحيحين عققان الشرطين ,x,)< dùlj .m> Mg n> M‏ 2 . يترتب على هذا كله . أنه يقابل العدد الموجب 
٤‏ . عدد صحيح موجب 16 ٠‏ بحيث أنه إذاكان n‏ عددين ن صحيحين يحققان الشرطين <2 m> My‏ فاق 
<D' (fu ).f(x.))<‏ الا مر الذي يعني أن لاه , ((,*)؟متوالية أساسية في (,¥) . » 


الدوال المشمرة من فضاء مثري الى آخر 1۷۱ 


م.ه ‏ الدوال المستمرة على الفضاءات الحزئية 


Continuous Functfons on Subspaces 


ستورد الآن نظرية هامة تبحث في العلاقة بين استمرار دالة على فضاء متري . واستمرار مقضوريها على فضاءين 


a LEÊ‏ ا 
جزئيين من هذا المضاء . 


1 - نظرية 


لتكن م دالة من النضاء (5, )إلى الفضاء ('5,¥) . وليكن8 داه = 2< .لنفترض أن ۴|8 و ۴|4 (أي 
nê iY SEER TOT,‏ ا اش معا 
مقصوري ۴ على ۸,8 باعتبارهما فضاءين جزئيين من × ) مستمران . فإذاكانت 8 , 4 مفتوحتين معا . اومغلقتین 
(في ×) . فإن ؟ مستمرة . 


البرهان 


ستقم البرهان على هذه النظرية . بافتراض ۸,8 مفتوحتين معا . تاركين معالحة الحالة . التي تكون فيا ۸,8 
مغلقتين معا للقارىء . لتكن لا محموعة مفتوحة ما في الآ . ولنبرهن أن (ا)۴۳ مفتوحة في × . لماكانت 44 دالة 
مستمرة من الفضاء ( »5 ,)إلى الفضاء ('9,لا) ٠‏ وكانت لا مفتوحة في ۷ . فإن (118(”)1) مجموعة مفتوحة في 
4 (18.ه) . ونجد بصورة ممائلة أن ((10)-(118) مجموعة مفتوحة في 8 . بيد أن كلا من 8 بجموعة مفتوحة في 
26 + ا فان كلا من ((ا)-(688) 2 و (0ل)“(4) محموعة مفتوحة في × (لاذا@ . وبما ان8 باه- كا.فإن 
(10)-(88)نا (نا)-(خ.[1) = (10)-؟ . ونا كان الطرف الأيمن من هذه المساواة اجيّاعا مجموعتين مفتوحتين في × . فإن 
(لا)-۴ محموعة مفتوحة في × . أي أن ؟ مستمرة .» 


۴۲ مال 


لتأخذ فضاء الأعداد الحقيقية المألوف ۸ . ولنعرف دالة ۴+ ۴:۸ بالدستور: 
(عندما 0<× ) f0 = 1 x2‏ 
(عندما 0>× ) × 
فإذا فرضنا [0 > :») = 8 , (0 <×:×) = 4. فإن ۸,8 محموعتان مغلقتان في 68ک أنهنام = 8. من الواضح أن 
كلا من 8 و 4# مستمر . وبالتالي فإن ۴ نفسها مستمرة . 


و١‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


ويحدر بنا التوكيد » بأن الحموعتين 4,8 في النظرية السابقة ينبغي أن تكونا مفتوحتين معا أو مغلقتين معا . 
ولا يحوز أن تكون إحداهما مغلقة والأخرى مفتوحة . وعلى سبيل المثال . فإذا عرّفنا في المثال السابق بدلاً من ؟ الدالة 
+R‏ 8:1 بالدستور 
ERE)‏ 8 = 2 
(عندما 0>×) ×1 { 
وفرضنا (0 > ×:×) = 8 و (0<«:*) = 4 فإننا نلاحظ أنكلا من 8إع و لهاع مستمر. دون أن تكون م 
نفسها مستمرة ٠‏ وسبب ذلك يعود إلى أن مفتوحة و8 مغلقة . 


سنورد أخيراً نظرية تجيب عن السؤالين التاليين : 
)١(‏ إذاكانت ۴ دالة مستمرة من الفضاء (,6) على فضاء جزلي من الفضاء (””2,5) . فهل ۴ مستمرة كدالة 


من (,0) إل (”2,5). ؟ 


(۲) إذاكانت ۴ دالة مستمرة من الفضاء (5,)| إلى الفضاء *8,ل9) . وكان( 5 ,۷) فضاء جزئياً من الفضاء 
06,2 . فهل ۱۷ مستمر؟ 


۳ نظرية 


لک ؟ دالة مستمرة من الفضاء (76,5) إلى الفضاء (”2,ل) عندئذ + 

)١(‏ اذا كان (0,¥) فضاء جزئياً من الفضاء (”2,0). فإن ۴ دالة مستمرة من الفضاء (©,*) إلى الفضاء 
.(2,D”)‏ 

(۲) إذاكان ( ۷,5#) فضاء جزئياً من الفضاء (8,) . فإن ۷ دالة مستمرة من 0 ,¥ )ل ('5,¥) . 


البرهان 


)١(‏ لتكن لا محموعة مفتوحة في 2 . إذن لا 6لامفتوحة في لآ . وبالتالي فإن (لا ۴)۷۸ مجموعة 
مفتوحة في × . لکن (ا)٦۴‏ = ([1)-05 = (ا) 5 ۳)00 = (ناملا )۴ء لذاءفإن الخيال 
العكسي لأي مجموعة مفتوحة في 2 ٠‏ هو جموعة مفتوحة في × : أي أن ؟ دالة مستمرة من (ط,>) 
إل (*ط,2) . 


(۲) لتكن لا محموعة مفتوحة في ۲ . إذن(ا) ۴٠‏ محموعة مفتوحة في × > وبالتالي فإن (10)-؟ ۷0 مفتوحة 
في ۷ . لكن (0ا)-810) = (ا)-۴ م۷ . لذا فإن الخيال العكسي وفق الدالة ۴|۷ لأي مجحموعة 
مفتوحة في ۷ » هو مجموعة مفتوحة في ۷ أي أن |W‏ دالة مستمرة من الفضاء ( 0# ,۷ )إلى الفضاء 
a. 2‏ 


الدوال المستمرة من قضاء متري الى آخر Vr‏ 


تمارين 


(هو-ن 
لتكن (8,لا)+ ۴:)×,٥(‏ دالة تحقق الشرط ((2')520,1)8 < (٭×,»)5 . أياكان ×× من × . حيث 
عأ ابت موب .ات انتقمران ۴ غل × : 


(ە—( 
لتكن (,۷)+(۴:),2 دالة ثابتة . أثبت استمرار ۴ . أفد من هذاكي تتحقق من أنه ليس ضرورياً أن 


يكون خيال كل محموعة مفتوحة وفق دالة مستمرة مجموعة مفتوحة . 


زه ") 
لتكن ,× نقطة مثبتة من فضاء متري (06,2 . أثبت أن الدالة© + (,):؛امحددة بالدستور(م:,:)2- 10 
مستمرة على 5 
(ه؛4) 


أثبت أن الشرط اللازم والكاني كي تكون الدالة ۴:)×,0(+)۷,٥(‏ مستمرة على × هو أن تكون الدالة 
(”5020,2) + (4:)3,2 مستمرة على × ٠‏ وذلك بفرض “2 المثرك النسبي على («) ۴ . 


(هة-همة) 

لتكن × مجموعة ما و 92,لآ) فضاء متريا . ولتكن ۲۷ +×:۴ دالة متباينة وغامرة . اثبت ان الدالة 
© + ×× :«المحددة بالدستور ((100,50 )20,8708 تشكل متركاً على × . برهن بعد ذلك أن الدالة 
(,لا) ع f:(X,D)‏ هيميومورفيزم . 


8(7 
لتكن ۴:)×,٥(+)۲,2(‏ دالة مستمرة . برهن أنه إذا كانت ب نقطة ما من لا > فإن المحموعة 
(لا- :e×Xع»)‏ لا بد أن تكون حموعة مغلقة في (,) . 


1١7/4‏ لمدخل الى التحليل الرياص 


67 —¥( 
برهن أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة الحقيقية ۴ على الفضاء المري (06,8) مستمرة على × » هو أن 
تكون الحموعتان 


{xEX: f(x) > a} {xeX: f(x) < 8} 


مفتوحتين في (,) . أیا کان العددان الحقيقيان 8» . 


(ه-م) 
لتكن ۴ دالة حقيقية معرفة على موس الأعداد الحقيقية *62 (088,؟) بالدستور: 


1 )»= ٥ (عندما‎ 
f(%) = کے‎ 
(9 ETT )×6R (عندما‎ 

+1 )» = +٥ (عندما‎ 


برهن ان ك4 هوميومو رفيزم للفضاء * على الفضاء الحزني ]1,1-[ من .R‏ 


ره 

ليكن (06,2 فضاء مترياً و × عنصراً من × و0<م. بين أن ثمة دالة مستمرة 8+ (3,8):؟ تحقق 
الخواص التالية : أياكان نر من × . فإن() 1> 09 >0 .(61 00-0 إذاكان (×) ر 
(i)‏ 60-1 . 


(f(y) = max{ ı- PY ,o} (إرشاد.‎ 
.: ! 


١و‎ 

ليكن (,) فضاء مترياً غير متراص . أثبت وجود دالة حقيقية مستمرة على (5,)» دون أن تكون هذه الدالة 
محدودة . حيث نقصد بالدالة المحدودة تلك التى مداها محموعة محدودة . (إرشاد . من الممكن الإفادة من المرين 
السابق ) . 


(ه-١١)‏ 
اذا كانت ۴+ ©:ع , 2+8 :6دالتين مستمرتين. فإن الدالة +۴٠‏ ۸:۸ الحددة بالدستور 
0,800 )= 10 الا بد وأن تكون مستمرة . 


(ه-١؟)‏ 
إذا كانت *ه + ۴:8 دالة محددة بالدستور (ب»ربر+») =(ر,»)؟ . فلا بد ان تكون ۴ مستمرة على 
م8 


الدوال المستمرة من فضاء متري الى آخر وبا 


(۵— ۳( 
لتكن 8 + ۴:8 دالة محددة بالدستور : 


x ) xR -Q (عندما‎ 
f00 = { 
1—x ) ×€@Q (عندما‎ 


ا 1 مستمرة في النقطة ل »وليست مستمرة في أية نقطة أخرى من .R‏ 
الاستمرار المنتظم 


(ه؛١)‏ 
تحقق من کون الدوال (',۲) + (,×):۴ الواردة في العارين (ه-١)‏ و(ه؟5) و(ه-") ليست مستمرة 
فحسب . بل ومنتة منتظمة الاستمرا ركذلك . 


(—) 
لتكن (۷,5) + (3,2):؟ دالة منتظمة الاستمرار على × . وجدنا أنه إذاكانت ,١6۸١‏ («×) متوالية أساسية 
(متوالية كوشى ) في × . فإن 5€ , (ل*)؟1 لَه بد ان تكوق متوالية اماس في لا (9.58). (إن هذا يعني أن الدوال 
المنتظمة الاستمرار تتمتء بخاصة حفظها للمتواليات الأساسية»بغض النظر عا إذاكانت هذه المتواليات متقاربة أم لا) . 

١ 


أورد مثالا تبين فيه أن الاستمرار غير امنتظم'لا يحفظ المتواليات الأساسية بالضرورة . (إرشاد . خذ مثلا 


الدالة الحقيقية على الفضاء الحزني [10:1 من © الحددة بالدستود = رمم . ثم خذ المتوالية الدع م, (ف)), 
n 1 xX‏ 


(6—) : 
إذاكانت ۴:)×,٥( +*)۲,٥(‏ دالة إيزومترية . فإنها منتظمة الاستمرار على × . 


زه بال 

لتكن 4 مموعة جزئية كثيفة في الفضاء المتري (06,2 . ولتكن ۴ دالة من 4 إلى فضاء متي تام 
0,2 . فإذاكانت ۴ منتظمة الاستمرار على 4 ٠‏ فبيّن أن نة دالة وحيدة مستمرة ع من × إلى ¥ . نحيث 
يكون (18-(6)ع .أا کان a‏ من لهم اي أنه يوجد عندئذ للدالة ۴ مدد وحيد على × ). 


(ه ثم 1) 
ليكن (2,×) فضاء متريا . ولتكن ۸,8 مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من × . تعرّف المسافة بين المجموعتين 
A,B‏ . على انها عدد حقيق نرمز له (0)4,8 ويعطى بالدستور 
D(A,B) = inf{ D(a,b):aeA,beB}‏ 


أهذا المدخل الى التحليل الرياضي 


وإذاكانت 4 حاوية على عنصر وحيد a‏ . فإننا نرمز للمسافة بين8 و (4) ب (2)3,8 بدلا من (2)13(,8 . ونطلق على 
(8,ة)2 اسم المسافة بين النقطة 2 والمحموعة 8 . اي ان 
D(a,B) = inf{ D(a,b): be B}‏ 


برهن ان الدالة 8ع :5 المحددة بالدستور (0*,4 6060-2 ٠‏ منتظمة الاستمرار على × . 


(هة 94 
برهن على أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة (,/ا) + (36,2):؟ متنظمة الاستمرار على × هو التالي : 
إذاكانت ۸,8 أي بحموعتين جزئيتين من × ٠‏ وكانت المسافة بينهه| (0)4,8 مساوية للصفر (الغرين السابق) . فإن 


2) f(A),f(B) )=0 


0= 
ليكن (2,×) فضاء مترياًء ولنعرف دالة حقيقية ٠‏ ۸+×××: 0 بالدستور 


D'((xı,X),(Ys,y:)) = D(xı,y,) + D(x,Y;) 


(ا) إن '2 تشكل متركا على ××× 


(ب) إن الدالة الحقيقية "2 منتظمة الاستمرار على ××× . 


الدوال المستمرة والفضاءات الحزئية 


(-—) 
أورد مثالا لدالة +٠‏ ۲:۸8 ليست مستمرة في النقطة 0 » في حين يكون مقصورها على [0,1] مستمرا . 


(۵ ۲۲( 
ليكن (2,) فضاء مترباً . و («8,لا) فضاء جزئيا من (2) . لنعرف دالة (36,8) + (+۷,0):ابالدستور 
×=(×)1 . برهن استمرار الدالة ٠1‏ 


(0-8) 
لیکن (2,×) . و(2,لآ) فضاءين متربين . و هبه مجموعتين جزئيتين من × . لنفترض أن الدالتين 


ل 


الدوال المستمرة من قضاء مترى الى آخر 1۷V‏ 


f:(A,D,)»(Y,D')‏ و (1,لا)>-(و8,12):ع مستمرتان . وأن f(x) = g(x)‏ أيا كان × من 408 . لناخذ 
الدالة B+‏ 4:ط المحددة بالدستور: 


f0 )x€۸ (عندما‎ 


h(x) = 
8 { 8(۸) (xB (عندما‎ 


ر ) ناقش استمرار الدالة 8 . 
(ب) أورد مثالا تبين فيه أن 8 ليست بالضرورة مستمرة . 


(ج) تقدم بفرضية إضافية تجعل من 8 دالة مستمرة . 


` 


0 


افسل لياسر 


FENN 
المستمرة على فقضاء مترف‎ 
Continuous Real Fanctions 


on a Metric Space 


عرّفناي الفصل الخامس الدوال المستمرة من فضاء متري (7,) الى آخر (2,لا) . ونا كانت الدالة الحقيقية هى 
دالة من الفضاء المتري روج إلى الفضاء المتري ءفإن كل التعاريف والنظريات الواردة في الفصل الخامس . تسسري 
بالطبع على الدوالى الحقيقية المستمرة على فضاء متري (06,8 . بيد أن هذه الدوال تتمتع بصفات خاصة بها . وهدفنا و 
هذا الفصل دراسة أهم تلك الخواص . التي نشغل مركزا متازا في عل الحساب التفاضلي والتكاملي . ذلك أن من الدعائه 
الأساسية التي برتكز عليه هذا العلم» اربع نظريات تعلق بالدوال الحقيقية المستمرة :نظرية القيمة امتوسطةء ونظربة القيمة الأ كبر 
والقيمة الأصغرء ونظرية التقارب المنتظم . ونظرية الاستمرار المنتظم . فاما نظربة القيمة المتوسطة»فتستعمل في دراسة القيمة 
المتوسطة للمشتقات»فضلاً عن أهميتها البالغة عند تشكيل الدوال العكسية مثل ٠۷×‏ و × أ عمة. وأما نظرية القيمة 
الأكبر والقيمة الأصغر . فتستخدم في إثبات نظرية القيمة الوسطى للمشتقات . تلك النظرية التي تستند إلا النظريتان 
الأساسيتان في علم الحساب التفاضلي والتكاملي . ومن أهم النتائج التي تترتب على نظرية التقارب المنتظم . توفير الشروط 
الكافية لإمكان المبادلة بين رمزي النباية . أو بين عمليتي المكاملة والانتقال إلى النباية . أو بين عمليتي المفاضلة والانتقال إلى 
النهاية . واخيرا . فمن بين النتائج الناشئة عن نظرية الاستمرار المتتظم . تلك النظرية اخامة16 


: تنص على أن كل دالة 
مسكمرة: .لآ بد وأن'تكون قايلة للمكاملة.: 


ل 


ان هدافا في :هذا الفصل هودراسة :هذه النظريات الأربء:واسيخلاض يعض التاق اخامة الترثية علا , وبالظيءة 

0 = ب 2 e‏ كن - 
فلن نعرض في هذا الفصل إلى تطبيقات هذه النظريات في عل الحساب التفاضلي والتكاملي . مرجئين ذلك إلى حين نحن 
لموضوعي المفاضلة والمكاملة في الفصلين السابع والثامن . 


وقبل الشروع بدراسة هذه النظريات . سنورد النظرية التالية الشائعة الاستعال والمتعلقة ممجموع وحاصا 
ضرت وحاصل قسمة دالتين حقيقيتين (77. + ) 2 


1۷۹ 


e‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


١‏ - نظرية 

إذاكانت ع۴ دالتين حقيقيتين مستمرتين على الفضاء المتري (0,×) . فإنكلا من ع+۴ وع؟ دالة مستمرة 
على هذا الفضاء . واذا كان 0+(»)ع أا كان × من × . فإن الدالة گ مستمرة كذلك على (5,)) . 

البرهان 


/,8 لتفترض أولاً أن النقطة »× من × حدية للساحة المشتركة × للدالتين ع . لماكانت كل من‎ )١( 
مستمرة . فإن كلا مهما مستمرة في ,× . وبالتالي . تجد استناداً إلى (8.1) أن‎ 


lim f(x) = (,:)؟‎ lim دوماع‎ g(x) 


وبالرجوع إلى النظرية )٤.۲۸(‏ نجد 
١‏ 


lim (f+ g)(%) = f(x) + g(x = (f+ ©0080 


lim (fg)(x) = f(x) g(x) = (fg2)(xo) 
واذا لاحظنا أن #0 (×)ع أياكان × من ×. فإن‎ 


im (Ê f(x) _ (f 
lim = = 
lim 00 2 م‎ (x 


وهذا يعنى استناداً إلى ( 8.14 ) أن الدوال f+g‏ .و fg‏ و مستمرة جميعاً في Xo‏ 


(۲) أما إذا افترضنا أن ×١‏ ليست نقطة حدية ل × : فإننا نجد ثانية استمرار هذه الدوال الثلاث . ذلك أن أي 
نقطة × من ساحة دالة ليست حدية هذه الساحة > هي بالضرورة نقطة استمرار للدالة رراجع الملاحظات 
التي أوردناها مباشرة بعد برهان النظرية (8.14) ) . 


وهكذا نرى أن الدوال 1 ع؛ و + مستمرة في النقطة × الاختيارية من الساحة × . لذا فالنظرية 


صحيحة . م 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء مثْري ۱۸۱ 


١‏ نظرية, القيمة المتوسطة 


Intermediate Value Theorem 


وجدنا في (195ره) أنه إذا كانت ؟ دالة مستمرة من الفضاء المتصل ( 2,2 ) إلى الفضاء ('۷,2) 
فان (×)۴ محموعة جزئية متصلة في (7,) . نستنتج في هذا النظرية التاليه.. 


الك تهید 


إذا كانت ؟ دالة حقيقية مستمرة على الفضاء المتري المتصل (2,×) . وكانت ر×, × نقطتين من × . وكان 
۸ عدداً حقيقياً حصوراً بين 4)*(,1*0»فهنالك عنصر ‏ من × . بحيث يكون = (14. 


البرهان 


لما كانت 1060 مجموعة جزئية متصلة من ۴R‏ . كا تبين النظرية (8,145) . وكانت كل مجموعة جزئية متصلة 
ي ۴ مالا (هلار؟) . فإن ()۴ محال . ولا كانت ,×× نقطتین من × . فإن (,80 , 2*0 تنتميان إلى هذا 
انحال . وبالتالي فإن ” نقطة من المحال كذلك . وهذا يعني أن 7 نقطة من ()۴ . لذا . فثمة نقطة ( واحدة على 
الأقل) ‏ . نحيث ” = (14.» 


سننتقل الآن إلى دراسة هذه النظرية . وما يترتب عليها من نتائج . وذلك في حالة الدوال الحقيقية غير حقيق . 


۲ - نظرية ( القيمة المتوسطة) 


لیکن 1 محالا في 8 و 4 دالة حقيقية مستمرة ساحتها 1 . فإذاكانت ««,,*: نقطتين من 1 . وكان 


, 1)4( = « عدوا انا ضور بنذ ,)1 د (×)۴ . فهنالك عدد حقيقي  محصور بین ر×, ,× . نحيث‎ n 


1A۲‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


الرهان 


لنفترض مثلاً أن ي× > × . عندئذ يكون [ي×,×] محلا : أي مجموعة متصلة (۳,۷۵) . إذا رمزنا ب 8 
لمقصور ۴ على [و*,,*] ء فإن ع دالة مستمرة (۳۳,ه) . عندئذ ٠١‏ تبين النظرية السابقة ٠ )5,1١(‏ انه إذا كان « 
عددا حقيقياً حصوراً بين )ع و (×)2 : فهنالك عنصر £ من [,«.,*«] ٠‏ بحيث و =9)ع . وإذا لاحظنا أن لا 
فرق بين 8)9 و (×)ع و (×)8 وبين 854 و 8,02 و (×)؟ على الترتيب (لأن 8 مقصور ؟ على [م× ١‏ :*]). 
فإننا نتيقن من صحة نظريتنا . © 


۳ نتيجة 


إذا كانت ©اع [ط,2] :۴ دالة حقيقية مستمرة »> وكان (16 >0 >(1)3 : فثمة عدد م محصور بين 8,8 . 
بحيث 0 = (1)4. يترتب على هذا > وعلى تعريف النقطة الثابتة > التي عرفناها في )۳,١۹۳(‏ ما بلي 


5 - نتيجة 


إذا كانت [ط,ة] + [2,5 ]:۴ دالة حقيقية مستمرة ٠‏ فلها نقطة ثابتة . 


البرهان 


لتأخذ الدالة ۴ = )ب . فإذا كان العدد 2)س > أو العدد (6)ب مساوياً للصفر. أي إذا كان 
f(a)=a‏ أو “60-6 . فإن 8 أو ط نقطة ثابتة ل ۴ . لنفترض أن 8(*0)ب و #0 (ط)ب . لا كان 
ه < 120 .و >( فإننا نستنتج عندئذ أن 0< e)‏ و 0 >(ط). وما أن )م مستمرة على [ط:3] ٠ ٠‏ 
فإننا نجد استناداً إلى (7,1) . أن نة عددا 6 محصوراً بينط و a‏ . بحيث 0= 9)# ءاي 89-4 اء 


الأمر الذي يعني أن نقطة ثابتة للدالة ‏ . »« 


٥‏ مال 


من المؤكد ٠‏ وجود جذر ٤‏ للمعادلة ×=×ءهمع نحيكث >0 ذلك أن 05 دالة حقيقية 
مستمرة على [-0,5] مداها [0,1] ٠‏ وهذا المدى محتوى في [0,5] 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء متي 1A۳‏ 


۲ - نظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر 


Maximum and Minimum Value Theorem 


إذا أمعنًا النظر في نظرية القيمة المتوسطة . نرى أنها تُشتق من خاصة اتصال الحال 1ءساحة تعريف الدالة الحقيقية 
٠ ۴‏ أما نظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر . التى سنكرس ها البند الحاللي . فتستند الى خاصة كون الحال المغلق والحدود 
[ط,ة] متراصا . 


تعاريف 


نقول عن دالة حقيقية ؟ على فضاء متري )×,٥(‏ . أعبا محدودة من الأعلى . إذاكان مداها (06)] محدوداً من 
الأعلى ٠‏ ونقول عن ۴ إنها محدودة من الأدنى . اذا کان مداها )1 محدوداً من الأدنى . واذاكانت ۴ محدودة من 
الأعلى ومن الأدذى ٠‏ قلنا إنبا محدودة . وعندما . تكون الدالة ۴ غير خالية وحدودة من الأعلى . فإن مسلمة العام 
(١ه.؟)‏ تإكد أن ل 109 حداً أعلى (%)۴ منة . ویدعی هذا الحد الأعل الحد الأعلى ل ۴ . ويرمز له ب 
٠ sup f‏ أو ب ۴)0 و .ويعرف اليد الأدنى ل ۴ ٠‏ الذي نرمز له ب inff‏ .أو inf f(0)‏ > بصورة ممائلة . 


وتجدر بنا ملاحظة أن ؟ هناة رفي حال وجوده) . هو عدد مثبت مستقل عن × . كذلك » فقد يكون ؟ مناه 
قيمة ل ۴ وقد لا يكون . بمعنى أنه قد نجد نقطة × من × ٠‏ بحيث يكون sup‏ = (.۴)×x؟‏ . وقد لا تكون هذه 
النقطة موجودة . وفي الحالة الأول > نقول إن ؟ هناء هو القيمة الأكبر للدالة ۴ . أو نقول إن ؟ تدرك حدها الأعلى . أما في 
الحالة الثانية » فنقول إن القيمة الأكبر للدالة ۴ غير موجودة ٠‏ أوإن ۴ لا تدرك حدها الأعلى . 


ونجد ملاحظات ماثلة فا يتعلق ب ۴ گصا. 


7 أمثلة 


)١(‏ لتأحذ الدالة الحقيقية ۴ ٠‏ التي ساحتها © والمحددة بالدستور 8500-2 . إن هذه الدالة محدودة من 
الأدنى,ٍ > کا أن 0= inf‏ ء ذلك أن (0 X>‏ : 8ع = (1)8 › ومن الواضت هنا أن f(R)‏ دة 
من الأدنى 4 وَأ 0-(8): إما. إن 0 في هذه الحالة هو القيمة الأصغر للدالة م » ذلك أن 

f‏ كهذ ع 0 (1)0 › وبعبارة أخرى > فإن ۴ تدرك في هذه الحالة حدها الا و 


أما إذا استعضنا عن الدالة هذه بالدالة امحددة بالدستور **- > 500 فإننا نجد دالة محدودة من الأعلى » قيمتها 
الأكبر هي 0 : أي أن ۴ تدرك في هذه الحالة حدها الأعلى . 


1A4‏ المدخل الى التحليل الرباضي 


(۲) لنأخذ الدالة الحقيقية ۸+[/۴:[0 ولمحددة بالدستور × «أو=()۴. إن هذه الدالة محدودة من 
الأدنى ومن الأعلى » کا أن 6-1 sup‏ و 1=0 inf‏ ذلك أن [10,1 = ([/۴)[0. إن القيمة 
الأكبر ل ؟ موجودة وتساوي 1 › ذلك أن اصن 1 (85 > (أي أن ۴ تدرك حدها 
الأعلى) . أما القيمة الأصغر ل ؟ فغير موجودة لعدم وجود عدد ينمي إلى الساحة [-0,5[ يكون خياله 
وف ۴ مساوياً لك 10 : 


۳ -ملاحظة 


من الممكن . أن تدرك دالة حدها الأدنى أو الأعلى في أكثر من نقطة واحدة من الساحة . وعلى سبيل المثال » فإن 
الدالة × وم» > («)] الي اا 2 ء تدرك حدها الأعا لی في عدد غير منته من النقاط 2)۳ ٠‏ كما تدرك حدها الأدنى 
في عدد غير منته من النقاط أيضاً هي 2+1) اء حيث ! عدد صحيح . 


٤4‏ - نظرية 
لتكن ۴ دالة حقيقية مستمرة على فضاء متراص (0,8) . عندئذ نجد أن : 
)١(‏ الدالة ۴ محدودة » وهذا بعني وجود عدد موجب ا بحيث يكون 1 >|00| أياكان × من × . 


(۲) الدالة ۴ تدرك كلاً من حدها الأعلى وحدها الأدنى : 


البرهان 


)١(‏ لما كانت (٭)۴ مجموعة متراصة (0,144). وكانت كل محجموعة جزئية متراصة في فضاء متري محدودة 
(۳,۹۹۳) » فإن 400 مجموعة محدودة » أي أن ۴ دالة محدودة . وهذا يعني استناداً إلى تعريف 
المجموعة المحدودة (۳,1۹۲) » أن نة كرة مفتوحة ]16 +8-16,8[ « بحيث ]1 +3-1,3[ <( . 
وبالتالي » فأياكان × من × . نجد ]۸ + د, 2[ 40 » الأمر الذي يترتب عليه أنه أباكان × من 
× » فإن.1)«|1>1|ءحيث |a| +K‏ = 


0( لما كانت ؟ محدودة وغير خالية . فلها حد أعا لی ؟ وناك وحد أدنى ۴ ۴ہ .ولاثبات ما نبغيء علينا 
کاڈ من sup f‏ ( أي (×)٣صنء (inf f (X)Î) inf f9(‏ ينتمي إلى ( i. f‏ هذا الغرض 
تبيان أن أي مجموعة متراصة. من الأعداد الحقيقية تحوي حدها الأعا لى وحدها الادنى . إن صحة هذه 
الدعوقى امن جل في حالة المجموعات المنتبية . لنفترض الآن 4 عموعة متراصة وغير منتبية . ولتكن 


ھA‏ مياد -ة . فاذاكانت #4 . فإننا نستنتح ان هنالك نقطة × في 4 . يث يكون 83>« >ع-2 
١‏ 1 و 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء منزي ا 


أياكان العدد الموجب». إن هذا ر يعني أن أي كرة مفتوحة مركزها 8 تحوي نقاطا من ۸ محتلفة عن 8 . 
ارا أن 8 نقطة حدية ل ۸ . ولاكانت 4 مغلقة (8,91) . فلا بد أن يكون 
عه » وهذا يناقض افتراضنا بان a¢A‏ . اذن لا بد أن تحوي ۾ حدها الأعلى . 

01 لا بد أن تحوي حدها الأدنى . م 


إذا عدنا إلى نظرية هاين ‏ بوريل (144,*) » التي تنص على أن كل مجموعة مغلقة ومحدودة في فضاء الأعداد 
الحقيقية المألوف ۴ متراصة,فإننا نتوصل الى النتيجتين التاليتين . 
6" نتيجة ١‏ 


إذاكانت ۴ دالة حقيقية مستمرة على الحال المغلق امحدود [5,ة] . فإن ۴ محدودة على [ط,ة] ٠‏ أي أن نة 
عدداً موجباً 1 . بحيث 1 >[«اء أياكان × من [6.ه] , 


5 نتيجة ۲ ( نظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر) 


إذا كانت ؟ دالة حقيقية رة على الحال المغلق المحدود [3,6] . فإن ؟ تدرك حدها الأعلى وحدها 
الأدنى على [طءة] . إن هذا يعني أن نة عددين ١6ء #١‏ متتميين إلى [3,6] » (ليسا بالضرورة وحيدين) ٠‏ بحيث يكون 
(؛)! > 0 > )۴ . أياكان × من [5,ة] . 


۷ - ملاحظة 


حدر بنا التنبيه إلى أنه لو استعضنا عن المحال ل المغلق وانحدود [3,6] ف النتيجتين ن السابقتين عجال مفتوح أو 
نصف مفتوح :أو تمجال مغل غير حدود . فلا تصح هاتان النتيجتان بالضرورة . وأكثر من ذلك ؛ فاذا كانت ۴ مستمرة 
ومحدودة على محال مفتوح E‏ ا مغلق غير حدود » فليس فووا أن تدرك ؟ حدها الأعلى أوحدها 


الأدنى على هذا المحال . وعلى سبيل المثال » فإن الدالة الحقيقية 8 +[۴:[0,1 » والمعرفة بالدستور ل («)1» مستمرة 
على [0:1[ ءالا انها غير محدودة على هذا المحال . كذلك . فإن الدالة الحقيقية f: [RR‏ المعرفة بالدستور 
× 05 > (1)0 » مستمرة وحدودة على ]-10,5” ٠‏ إلا أنها لا تدرك حدها الأعلى ولا حدها الأدنى على ]10,5 . 


بترتت غل انظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر ( 5 ) ء وعلى کون خیال أي محال وفق دالة حقيقية مستمرة 
بحالا كذلكءواحدة من أهم نظريات الدوال المستمرة ننص عليها فها بلي . 


4 نظرية 


إذاكانت ؟ دالة حقيقية مستمرة على محال المغلق امحدود [3.6] » فإن مدى هذه الدالة هو الحال المغلق الحدود 
[5,أ] ٠‏ حيث 5, 1 هما الحد الأعلى والحد الأدنى للدالة 4 على [3,6] . 


145 المدل الى التحليل الرياضي 


۴ نظرية التقارب المنتظم 


Uniform Convergence Theorem 


عرضنا في الفصل الرابع لموضوع اة متوالية من الأعداد الحقيقية . أما الآآن فسنتناول بالبحث موضوع «نهاية 
متوالية من الدوال الحقيقية» . ومن الممكن أن عرف ما نعني بهذا بشكلين عختلفين » ٠‏ نوزد أونها فيا بلي . 


1 - تعريف 


لتكن ۸" ,(,؟) متوالية من الدوال الحقيقية على الحموعة 3 النفتزضن_ أنه أياكان × من × ٠‏ فإن 
المتوالية 2 ع" ,((×),؟)متقاربة . عندئذ ٠‏ إذا قابلنا كل عنصر × من × بالعدد الحقيق ۴,00 نا ٠‏ فإننا رف دالة 


+× : ؟معرفة بالدستور(×) 11۳۴ = (×)۴. تسمى هذه الدالة دالة النباية للمتوالية ۸6۸ ,(,؟) ٠‏ ونقول عندئذ إن 
المتوالية 820 ,6,1 تقارب نقطياً على × من الدالة ۴ . لنفترض الآن 15,1260 متوالية من الدوال الحقيقية على 


الفضاء المي (5,) . وأن كلاً من الدوال ١‏ مستمر على × . فهل من الضروري أن تكون دالة النهاية هذه المتوالية, 
بافتراض وجودهاء مستمرة على × أيضاً ؟ للإجابة على هذا السؤال . نرى إيراد المثال التالي . 


۲ مال 


لنأحذ منالية الدوال الحقيقية ٠ {fn}, n€N‏ الي ساحة كل دالة فيا هي الفضاء [1ء1-[ . والمعرفة بالدستور 
fa) = x‏ . نستتتج بالرجوع إلى أشي أن متواليتنا €۸ ,[,) تتقارب نقطياً على [1,1-[ من الدالة ۴ المحددة 
بالدستور 


0 )x€[-1,1] (عندما‎ 


f(%) = lim x= { 
e 1 (عندما اع‎ 


يدل هذا المثال : على أن الاجابة على السؤال الذي طرحناه قبل قليل تكون بالنني . أي أن دالة النهاية لمتواليه من الدوال 
الحقيقية المستمرة » ليست مستمرة بالضرورة . إن هذه النتيجة تغرينا بطرح سؤال انحر هو التالي : إذاکان کل حد من 
متوالية الدوال الحقيقية 13 عه ,( ,41 مستمراً على ×» فا هو الشرط « الأقوى» من التقارب النقطي ٠»‏ » الذي لا بد أن يتوفر 
في هذه المتوالية ءكي تغدو]دالة مستمرة على × ؟ 


الدوال الحقيقية المتمرة على فضاء مترق 1A۷‏ 
سنحاول الآن صياغة سؤالنا هذا بشكل آخر . إن طلبنا بأن يترتب على استمراركل دالة م4 على × استمرار 
دالة الهاية ۴ على × ٠‏ يعني طلبنا بأنه أباكان م»* من × فإن 
(x0) => [lim f(0) = f(D [‏ = 9م [jim‏ 
وهذا يعني بدوره » أن استمرا ر كل من الدوال ۴١‏ في × يقتضي المساواة 
00,؟ lim lim f,(%) = lim lim‏ 
ا Se‏ سمة بم 
وهكذا » قإن سؤالنا عن النباية يرقى الى السؤال التالي : أمن الممكن المبادلة بين رمزي النباية في المساواة الأخيرة ؟ 


إن التساؤل العام » عا إذا كانت تجوز المبادلة بين نهابتين, بالغ الأهمية وكثير التردد في مسائل التحليل الرياضي . 
وسترى أن ما يسمى « التقارب المنتظم » مؤهل لتوفير شرط كاف لحواز هذه المبادلة . 


۳ # تعريف ( التقارب المنتظم ) 

لتكن 16۸ ,[,ء) متوالية من الدوال الحقيقية على مجموعة × . نقول عن ۸6۸ ,(,؟) . إنها تتقارب بإنتظام 
على ادن BR‏ قابل العدد الموجب الاختياري ٤‏ . عدد ضحیح موجبء/3 (تابع ل ٤‏ فقط ) . نحيث انه اذا 
كان 5 اي عدد صحبح بحقق الشرط )× < ه .فإنء > |(×)؟ - ).| ايا كان × من 6< . 
نستنتج من هذا التعريف مباشرة ما بلي . 


4" نتيجة (1) 


الشرط اللازم والكافي كي تكون متوالية الدوال الحقيقية ١,٣6۸‏ على مجموعة × متقاربة بانتظام على × من 
الدالة © ٠‏ هوان يكون 0 lim sup { lf, (%) - 10 :xeX}‏ 5 


ه*؟ ‏ نتيجة (۲) 


إذا كانت متوالية الدوال الحقيقية 20 ©5(.,8) على مجموعة × متقاربة بانتظام على × من الدالة ۴ . فإن هذه 
امتوالبة لا بد وأن تكون متقاربة نقطياً على × من الدالة ۴ . 


164 المدخل: الى التحليل الرياضي 


۹ہ مثال 


لتأخذ متوالية الدوال الحقيقية ۸6۸,,؟) ‏ التي ساحة كل دالة فيها [0,1] ٠‏ والمعرفة بالدستور 
ا 7 نت 
+× = 4,00 .من الواضح ان دالة الناية هي 


f(0 = lim f,( = جنا‎ (x+#) = x (xe [0,1]) 

لإثبات أن هذه المتوالية تتقارب من ۴ بانتظام على [0,1] » نلاحظ أن 

> 8 وس + »×| = | f)‏ وى | 

n n n 
يكن * قدا موا ماه وليكن »۸ عددا صحيحاً تيك لحا . عندئل انلاحظ أن‎ 

٤ 
0),؟| جد لدم‎ -f()| < <l ع>‎ 
N Ne 


لذا . فإن متواليتنا متقاربة بانتظام على [0,1] من ۴ . 


۷ ميال 


لنأحذ متوالية الدوال الحقيقية ۸6۸ ,(,؟) ٠‏ التي شساحة كل منبا [0,1] والمحددة بالدستور : 


1 


1—nx )0> >> عندما‎ ( 

( عندما <x<1‏ 1( 0 { 5-9 
سنبين أولا أن الدالة ۴ التالية 

1 ( x=0 عندما‎ ( 

n { 0 (0<x<1 عندما‎ ( 


هي دالة النهاية للمتوالية السابقة . في الحقيقة » نلاحظ أنه عندما 0 = × » فإن 1 = ۴)0 = 5,00 أباكان ه من ١‏ . 


لنفترض الآن × عددا ما يحقق الشرط 1 >* >0 . عندئذ نرى أنه إذاكان 4 <م » فإن 0 - 80 = 09),؟. 


نستنتج من هذا » ومن 1 = (1)0 = (5,)0 التي سبق ووجدناها » أنه أياكان × من [0,1] . فإن 8 = 09,؟ سنا . 


إذن فالدالة ۴ هي حقاً دالة النباية للبمتوالية المفروضة . 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاه متي ۱۸۹ 


سنبين الآن . أن متواليتنا لا تتقارب بانتظام من ۴ على [0,1] . في الحقيقة . لوافترضنا جدلاً العكس 


العدد الوجب ل عدد صحيح موجب ١‏ للء بحيث أنه إذا كان 8 أي عدد صحيح يحقق الشرط 


4 >1 - 0| أياكان × من [0,1] . بيد أننا نلاحظ أنه عندمابكر = × .فإن 


N}‏ <م . فإن 


ل عتدى :زد رطلية-61ء الأول 
< - |0- له-1 )| - ا - يما 


وبالتالي . فلا يمكن لمتواليتنا أن تتقاربت بانتظام من ۴ على [10,1 . 


سنورد الآن معياراً للتقارب المنتظم لمتواليتر من الدوال الحقيقية . لا يتطلب معرفة مسبقة لدالة شباية هذه المتوالية . 


۸ - نظرية .(معياركوشي للتقارب المنتظم ) 


الشرط اللازم والكافي كي تكون متوالية الدوال الحقيقية ۸6۸ ,(,5) على يجموعة × متقاربة بانتظام على × ٠‏ 
هراق بقابل العدد الموجب الاختياري ٤ء‏ عدد صحيح موجب )۸ . حيث أنه إذا كاك m,n‏ أي عددين صحيحين 
موجبين يحققان الشرطين ,× <۸ و ,×<" . فإن التراجبحة ع < lfn(x) — fn (x)|‏ تغدو محققة أيا كان × ھن × ي 


الرهان 


لنفترض أولاً أن المتوالية ۸6۸ ,(,۴) . تتقارب بانتظام على × من الدالة ۴ . وليكن ع عددا موجبا ما . 
عندئذ يوجد عدد صحيح موجب )۸ » بحيث أنه إذا كان 8 أي عدد صحيح يحقق الشرط ع8 < . فإن 
f‏ < |00 وما أيا کان × من × . وبالتالي. فإذا كان 50,2 عددين صحيحين يحققان الشرطين ۸ <ه و۸ <" 
فإننا نجد أياكان × من × أن : 

| 09-1),؟‎ (x) | < | f, (x) — f(x) | + | F(X) - fm I< ع‎ E 
وبالعكس : لتفترض الآن أن شرط النظرية محقق . عندها تكون متوالية الأعداد الحقيقية ۸6۸ ,((×),؟) متوالية‎ 
كوشي أيا كان × من × . ولا كان فضاء الأعداد الحقيقية المألوف 72 تاما » فان المتوالية 81 ع2 ,}%( »1 متقاربة ايا‎ 
. كان × من × . وبالتالمي فيمكن تعريف دالة حقيقية ۴ على × بالدستور 5,00 "1ا = )1 . لیکن ع عدداً موجبا ما‎ 


إذن » نستنتج فرضا > أنه يقابل ٤‏ عدد صحيح موجب ×۸ يلك آله إذا کان «ه,مم عددين صحيحين يحققان 
الشرطين ۸ <۸ د۸ < ص فإن المتراجحة > |0) ہا - 1,00! تغدو حققة » أياكان × من × . لذا ١‏ فأياكان 
× من × » وأياكان 8 الذي يحقق الشرط ١< N,‏ » نجد 

| fn(%) — f(x) | = Jim | fn (%) = fm I< > 


وبالتالي » فإن المتوالية 2624( ,5 متقاربة بانتظام'من ۴ على × . « 


۱۹۰ لمدخل الى التحليل الرباضي 


سنبين الآن أن «الشرط الأقوى ٠‏ من التقارب النقطي . الذي يحب أن تتحلى به متوالية الدوال المستمرة 

5 ,(,) على بجموعة × » كي تكون دالة نهايتها ۴ مستمرة على × . هو شرط انتظام التقارب هذه المتوالية من 

. وقد يكون من المناسب التعبير عن هذا . بأن الاستمرار يُحفظ عند الانتقال بانتظام من متوالية .دوال مستمرة إلى 
دالة نايا . 


84 - نظرية 


إذا كانت ١ع"‏ ,(,؟) متوالية من الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء متري (2,) . وكانت هذه المتوالية 
متقاربة بانتظام من الدالة الحقيقية ۴ على × . فإن ۴ دالة مستمرة على × . 


البرهان 


لیکن ادا مرا . يترتب على انتظام التقارب لتواليتنا > وجود عدد صحيح موجب . بحيث أنه إذا 
كان م أي عدد طبيعي يحقق الشرط 84 <2 . فان > ود -0)مم| أيا كان × من × . لنختر من حدود 
المتوالية الدالة بر؟ . ولتكن ‏ نقطة ما من × . لماكانت 5 مستمرة في النقطة ‏ (لأن بر مستمرة على × ) . فثمة 
عدد موجب 4 . بحيث يكون 5 > |(5,,)4- 15,08 إذا تحققت المتراجحة 4 >(8),4. وهكذا . نرى أنه إذا 
كان 4 > (5)×,4 . فإن 


=€ 


IfO-fD| < IfOO=f 9 |+ | fu (0 |ه) ب,؟-‎ + [f )؟- ه)‎ 4| < f + + 


وهذا يعني أن ۴ مستمرة في النقطة ٤‏ الاختيارية من × » أي أن ۴ مستمرة على × .م 


لیکن (06,2 فضاء مترياً متراصا ٠‏ ولنزمز ب ٥)0‏ مجحموعة كل الدوال الحقيقية المستمرة على × . لماكانت 
ga‏ تاه لوال ٠ 2 ESE‏ فإننا نستنتج أن )© مموعة جزئية من محموعة كل الدوال الحقيقية الحدودة 
على × . ولتي رمزنا لهذا في (15.") ب (80 . فإذا رمزنا ب ۾ لمقصور المترك المنتظم على ()© . فإن 
( ,0)©) فضاء متري : حيث يتحدد المثرك © بالدستور 


0(f,e) = sup{| f(x) - |«)ع‎ :xeX} 
. أا کان ,۴ من (×)© . وهدفنا الآن إثبات أن الفضاء المي (ه,C)0°) تام‎ 


۱ ¬=-_ نظرية 


إذا كانت (006 بحموعة كل الدوال الحقيقية المستمرة والمحدودة على بحموعة × . وكان © هو المترك المنتظم 
على 609 . فإن الفضاء المتري (20)©)30,8 تام. 


الدوال الحقيقية المستمرة على فضاء مي ۱۹۱ 


البرهان 


لتكن 1.5620 ,1) متوالية أساسية في (06© . عندئذ ٠‏ يقابل العدد الموجب ع عدد صحيح موجب عل . 
بحيث يكون 
€ > (عاع< : |0«),؟ - ¢(fn ,fn) = sup{ | + (xX)‏ 
أيا كان العددان الصحيحان الموجبان اللذان يحققان الشرطين ة۸ ١<‏ وء× < ص .نستنتج من هذا . أنه إذا كان هرد أي 
عددين صحيحين محققان »۸ <۸ وعل( < د قان ع >|5,)8-) «؟| ء ايا كان × من × . وبالعودة إلى النظرية 
(08.) نحكم بوجود دالة حقيقية ؟ على × يث تكون المتوالية ۸6۸ ,(,۲) متقاربة بانتظام على × من ؟ . الأمر 
الذي بغر عنه وفق (5.5) بن 


lim sup{ | fn) -f()|:xeX} -0 ()‏ 
واعتاداً على النظرية السابقة (5.56) : نحكم بأن ۴ دالة مستمرة على 7 . ٠‏ وإذن فهي تي إلى )© . وإذا 
لاحظنا أن المساواة ( 0 ) التي يمكن كتابتها على الشكل 0 = (۴, ,5) © ہنا تعني أن ۴ = ,5 اذإ . فإننا نؤكد بأن كل 
متوالية أساسية في الفضاء المتري ( ©, 30)©)متقاربة . إذن فالفضاء (c00.0)‏ تام .م 


لنعد الآن إلى النظرية  )1,۳١(‏ ولنطرح السؤال عا إذا كان عكسها صحيحاً.إن المال التالي يبين أن الأمر ليس 
كذلك في الحالة العامة . 


وم _ مثال 


لتكن لاعه.( ,؟) متوالية من الدوال الحقيقية المستمرة على [0,1] والمحددة بالدستور”(×- 1)لاتم = 1,00. 
يمكن. التحقق از من أن دالة النهاية ۴ هذه المتوالية محددة بالدستور ۴)×(=0. ايا كان × من [0,1] . وسنترك الاآمر 
للقارىء للتحقق من صحة هذه الدعوى . إن كلا من الدوال ,8 مستمرة على [0:1] ٠‏ وكذلك دالة النهاية ۴ . بيد أن 
متواليتنا 6۸ ,(«۴) ليست متقاربة بانتظام على [0,1] من ۴. وفي الحقيقة . فإن 


sup { بسي‎ - sup{ [f,(0|:xe[0,1]} 


n 

2 و‎ (n+l) 

ولا کان + = ننه ٠ lim‏ فاننا نستنتح ان 
nme (n+ 1)"‏ 


lim sup{| f, (x) —f(x)|:xe [0,1]}#0 


أي أن متواليتنا غير متقاربة بانتظام على [0,1] من الدالة ۴ . 


١ ۱۹۲‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


إن هذا المثال يبين بجلاء أن عكس النظر ية (1,۳۹) غير صحيح بعامة ٠‏ إلاً أن العكس الحزئي التالي همذ 
النظرية صائب . 


۳ نظرية ( دی نمنط ) 
ليكن (06,2 فضاء متريا متراصا وتكن (.5) متوالية من الدوال الحقيقية المستمرة على × لنفترض [ «؟ ) متقاربة نقطيا 


على ×من دالة مستمرة ۴ . فإذاكان (5)..,؟ > )۴ . أياكان ه من × وأياكان × من × » فإن (,۴) لا بد وأن 
تكون متقاربة بانتظام على >« من * . 


البرهان 


لزمز ب 8.090 للدالة ‏ 5,09- 80 = 0),ه أيا كان 8 من . إن ).8 دالة حقيقية مستمرة 
على 36 . کا أنه يقابل كل × من × المنواليةٌ 21 ,(0)بع) الحقيقية المتناقصة والمتقاربة من 0 ( أي أن لله( ,8 
تتقارب نقطيا على × من الدالة 8» حيث 8060-0 . أيا كان × من ×).إن هدفنا إذن هو تبيان » أن ۸6 ,(,ع) 
تتقارب على × من الدالة الصفرية 8 . 


لیکن ٤‏ عددا موجبا ما : ولنقابل كل عدد صحيح موجب 8 بالمجموعة ع > )رع ×٤×:‏ ) = ,لا . لا کان 
من الواضح أن( ,ت ۴٠)[-‏ = ,لآ. فإن بلا مجموعة مفتوحة في ٠×‏ أيا كان 5 من × . كذلك فن الواضح 
أن ..ءلاء ملا أيا كان م من 0ا.وأن( لام :,لااء تشكل تغطية مفتوحة ل × أي أن ,نإل =× . ولا 
كان(0,2) فضاء متراصا . فهنالك تغطية جزئية منتبية من التغطية (11 86 :,[]4 للمجموعة >ا: أي أن هنالك عددا 

م6 . 

صحيحا موجبا م. بحيث ملا = ,نالا = × . وهكذاء فإن كان 8 عددا صحيحا بحقق الشرط م <هء 
فإن ٤‏ >0)مع > 8.00 >0 أياكان ×من . لذا . نكون قد وجدانا أنه يقابل العدد الموجب الاختياري ٤‏ » عدد 
صحيح موجب م . بحيث أنه إذا كان « أي عدد صحيح يحقق الشرط م <ة فإن , 


€ < 8)م8 = | امع | = | g(x)‏ = و«)رع | 


أيا كان * من ×. وهذا يعني أن ۸6۸ ,(م8) متقاربة بانتظام على كا من الدالة الصفرية ع . م 


الدوال الحقيفية المستمرة على فضاء متي 15 


5 نظرية الاستمرار المنتظم 


Uniform Continuity Theorem 


عرفنا في الفصل الخامس الدالة المستمرة في نقطة من فضاء متري . كا عرفنا الدالة المستمرة على فضاء متري . بأنها 
الدالة المستمرة في كل نقطة من هذا الفضاء . ويقال في هذا الصدد احيانا إن الاستمرار في نقطة . هو ١‏ خاصة 
موضعية :»في حين أن الاستمرار هو« خاصة شاملة » . وني الحالة العامة . فإننا نقول عن خاصة متعلقة بفضاء إنها خاصة 
موضعية » إذا أمكن التعبيرعنها من خلال جوار ما لنقطة من هذا الفضاء . أما إذا عبرنا عن هذه الخاصة باستخدام الفضاء 
بأكمله . فإننا نقول عنها إنها خاصة شاملة . ولا كنا قد رأينا في (0.7) ٠‏ أن الاستمرار المنتظم لدالة يتعلق بدراسة سلوك 
هذه الدالة على ساحتها كلها . فإن الاستمرار المنتظ يتتمي الى الخواص الشاملة . ورغم کون الاستمرار على فضاء : 
والاستمرار المنتظم على هذا الفضاء . خاصتين شاملتين . إلا أن هنالك فرقا بينهها . فقد رأينا . أن كون الدالة مستمرة لا 
يقتضئ بالضرورة استمرارها المنتظم . بيد . أننا وجدنا أن لا فرق بين الاستمرار والاستمرار المتتظم على الفضاءات المتزية 
المتراصة (9,75) . ولا كان الحال المغلق والحدود [:3] متراصا في 8ء فإننا نستنتج النظر بة التالية . 


41> نظرية ( هاين H6”‏ ) 


اذا كانت ۴ دالة حقيقية مستمرة على الحال المغلق والمحدود [8,6] ٠‏ فلا بد أن تكون ؟ منتظمة الاستمرار على [3,6]. 


۲ مثال 


لقد وجدنا في )٠,۲۲(‏ أن الدالة الحقيقية المستمرة 23ح [5:]0,1: والمعرفة بالدستور *×=(۴)۸ ٠‏ منتظمة الاستمرار على 


[1] . وذلك بالتحقق المباشر استنادا إلى تعر يف الاستمرار المتتظم. ولكن بمكننا الآن» أن نحكم بصحة هذه الدعوى 
مباشرة استنادا الى )١,4١(‏ . 


أما لو كانت ۴ الدالة الحقيقية المستمرة ۴+ ۴:8 والمعرفة بالدستور نفسه *×=(»)؟ » فقد 
وجدنا في (۲۳,ه)» أن ۴ ليست مننظمة الاستمرار على . لاحظ أن الفضاء ۴ ليس متراصا . ولكن هذا لا يعني أن 


الدالة الحقيقية المستمرة على فضاء غير متراص لا يمكن أن تكون منتظمة الاستمرار. وعلى سبيل المثال » فإن الدالة 
الحقيقية على الفضاء غير المتراص 8 والمعرفة بالدستور ا+يحة-(*)؛ » حيث 3,5 عددان حقيقيان » هي دالة منتظمة 


الاستمرار على .وني الحقيقة » ليكن ع عددا موجبا ما . عندئذ » نلاحظ أنه يقابل » العدد الموجب هم - 4 في 


حالة 2+0 (وأي عدد موجب 4 . إذاكان 2-0 ) بحيث أنه إذاكان 4 > إنر-عرل» فإن ٤‏ >|()4- 09اء 
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نستنتج من هذا المثال . أن حاصل ضرب دالتين منتظمتي الاستمرار على ۴ . قد يكون دالة منتظمة الاستمرار 
على ۴ » وقد لا يكون كذلك . فالدالتان و۴ اللتان ساحة كل منهم| ۸ . والمعرفتان بالدستورين 
-800 , ×=( منتظمتا الاستمرار على +اءكا رأينا قبل قليل (ضع في المثال السابق 8-1,68-0 ) . بيد ان 
حاصل ضربهم| وهو الدالة 858 الي ساحتا ۸ . والمحددة بالدستور **«-68(60-1060800) . ليست منتظمة 
الاستمرار على جم كا رأينا . أما لوكانت 45,8 الدالتين المتتظمتي الاستمرار على ۴ . والمحددتين بالدستورين »«- )8 
و 6060-1 . فإن الدالة تغدو منتظمة الاستمرار على . 


إن أهمية الدوال المنتظمة الاستمرار » تكن في أن الدالة المتتظمة الاستمرار على تحال مغلق وتحدود يمكن أن 
« قرب ٠‏ من غط خاص وبسيط من الدوال تدعى الدوال الدَرّجِيّة . 


۴۳ -- تعر يض ( الدالة الَرّجيّة ) 
تقول عن دالة ۸ + [ط,ة]:4: إنها همرجية على [8,56] . إذاء جدت مجموعة منتبية من الأعداد 


الحقيقية (0 = م*,. . .,,,ة = م») محتواة في [ط,ة] » ووجدت مجموعة أخرى من الأعداد الحقيقية (مة,...رور»!1 ء. 
بحيث يكون © = 100 عندما ,نا >× > ريد . أياكان عل من [ص,...,1,2]۔ 


5 نظرية 


إذا كانت ؟ دالة مستمرة على المحال المغلق والمحدود [3,5] ٠‏ فإنه يقابل كل عدد موجب ع دالَهُ درجية ع 
على [ط,ة] . بحيث يكون ٤‏ >|0«)ع - )۴| . أياكان × من [طية] . 


البرهان 


لما كانت الدالة ۴ مستمرةغلى [2:5]. فإنه يترتب على نظرية هاين (1,41) » أن ۴ مننظمة الاستمرار 
على [5,ة] . إذن يقابل العدد الموجب ع عدد موجب 4 . نحيث أنه إذاكان ,× أي عنصرين من [2,6] يحققان 


الشرط 4 >الا-»|ا . فإن ع >|(80-13|. ليكن 8 عدداً طبيعيا يحقق المتراجحة حط <ه» ولنختر نقاط 
المجموعة (مك.....,6.م:) من [ابة] . بحيث يكون (6-8) +2 = بد أياكان ع من المجموعة (در...,0,1) 
نلآحظ الان > أنه أيا كان علمن إہ,...,1) ۔ قان ٤‏ > | ٭×)؟-(۴)۸|.عندما x, >× > x,‏ ذلك 
أن و> شحف = | ب×- ×| . وهكذا فإننا نكون قد عرفنا دالة درجية # على [8,5] محددة بالدستور 
(عندما ٭×> ×> ×١‏ . أا کان ۸ من [1-ہ,...,1)) f(x«-)‏ 
s0 = {‏ 
(عندما ×> ×۹ ı۔مx×)‏ ),- f(x‏ 


كا أن ٤‏ >|)ع- ۱۴ . أياكان × من [طية] . » 


الدوال الحقيقية المستمرة على قضاء متري 14° 
تمارين 
الدوال الحقيقية المستمرة 


(۹—) 
لتكن ,5,5:,...,5 دوال حقيقية مستمرة على فضاء (,). ولنعرف الدالتين 5,8 على × كا بلي : 


f= Z fA) هد‎ g0 = f, 
r= =1 


برهر أن كلا من 18 دالة مستمرة على × 


(77—( 
يعرف كثير الحدود من الدرجة 8. بأنه الدالة ۸۴+۴ :۴ المحددة بالدستور 


P(X) = a+a,x+... +a,Xx" 


حيث ,3,,...,3,مة أعداد حقيقية و #0 ,8 . برهن أن ۴ دالة مستمرة على ۸ . 


FN) 
إذا كانت ؟ دالة حقيقية مستمرة على (06,8. فإننا نعرف الدالة |۴| بأنها دالة حقيقية ساحتها ×. ومحددة‎ 
. بالدستور |۴0| = (11|. برهن أن ۴1| مستمرة على × . ثم بين أن الدعوى العكسية ليست صحيحة في الحالة العامة‎ 


(ك4) 
إذا كانت 5,8 دالتين حقيقيتين مستمرتين على (06,8: فإننا نعف 8 ۴۸ و 6508 بأنهها دالتان حقيقيتان 
ساحته) × . ومحددتان بالدستورين 
(fn g)(x) = min{ f(x), g(x) }‏ د ((*)8,(») (fv g)(x) = max{‏ 


بین أن هاتين الدالتين مستمرتان على ×. ( أثبت أولا أنه أياكان طره من 8. فإن 


. ( max{ a,b} = (a+ b+ |a-bl) عو‎ min{ a,b} - (اه-ه|-هجه)ط‎ 


ركهة) 
بين أن النظرية 3,013 تنقى صحيحة ء إذا استعضنا عن الاستمرار الوارد فيا بالاستمرار المتتظم : 
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“يكف 

برهن نفب إذا كانت باه دالتين حقيقيتين مستمرتين على الفضاء المتري(60*,5: فإن 
ا مجموعة[00),؟ = ۴,00 :ع1 مغلقة في (,06. برهن أيضا أنه إذا كانت الدوال الحقيقية م؟,.. ...6,5 مستمرة 
جميعا على (,×). فإن المجموعة 


{xeX: 5600 = f(0) = ... = ,09(‏ 
لا بد وأن تكون مغلقة في (06,2 . 
نظرية القيمة المتوسطة 


المحيف 

بن أن كل كتير حدبوةامن الذرجة الغالئة ©رة + ۸ھ +»رة + مھ = )2ع لا بد وان يكون له صفر حقیني» اي 
أنه يوجد عدد حقيقي 4 . نحيث 2)22-0 . عمم هذه النتيجة على أي كثير حدود من درجة فردية . هل تبقى هذه 
النظر ية صحيحة عندما يتعلق الأمر بكثير حدود من درجة زوجية ؟ أورد مثالا أو مثالا معاكسا تدلل به على إجابتك . 


(كحقي 
برهن أنه إذاكانت ؟ دالة حقيقية على(,06: وكانت م مستمرة في النقطة ۾ > وكان 3(>0) ؛فهنالك كرة 
مفتوحة (36)× . حيث يكون 0 >100 . أيا کان × من ©,20)3. 


)4—٩( 
: لتكن ۸ + [0,1] : ؟دالة مستمرة ومتباينة . ولنفترض أن ()۸ >0 . أثبت صحة ما بلي‎ 


(١)إذاكان‏ 0>×>1 . فإن (۴)0 <100. 


؟) إذاكان! > ر >×>0. فإن ()؟ >10. 


(كء١)‏ 
لتكن ؟ دالة حقيقية مستمرة على [0,26] . نحيث يكون 12 = (1)0. 
برهن أن ثمة عددا » ينتمي إلى ],0] تتحقق معه المساواة (28+5 = 10. 


( ارشاد . شکل الدالة المساعدة 8 على [0,5] . والمحددة بالدستور (7+«)1- )1 = (&) 


الدوال الحقيقية المستمرة على قضاء ماري 14۷ 


قم 

لتكن 5 دالة حقيقية ساحتها [0,1] تحقق الخاصة التالية : إذا كان بو عددا حقيقيا ما . فاما أن لا يوجد 
عدد × من [0,1] يحقق المساواة ا=()؟ . وإما أنْ يوجد عددان على الضبط × من [0,1] . يحققان 
المساواة ر=()؟ e‏ لا يمكن أن تكون مستمرة على [0,1] د 


نظر ية التقارب المنتظم 


5ل 
لتكن 11.262 متوالية من الدوال الحقيقية على *5. والمعرفة بالدستور كم = ۲)0 . برهن أن هذه المتوالية 


تتقارب نقطيا على ۲۸ من دالة النهاية ۴ المحددة كا بلي : 


(عندما 1 >|×|) 0 
(عندما 1= لام | د 
(عندما 1 <|×|) 1 


هل بمکن أن تكون متواليتنا متقاربة بانتظام على 8 من ۴ ؟ ولاذا ؟ 


الحكينة 
رأ( تكن {fı}, n€N‏ متوالية من الدوال الحقيقية » التي ساحة كل ما ]10,1 . والمعرفة بالدستور 
ل - ۴)9 . بين أن هذه المتوالية تتقارب نقطياً > وليس بانتظام على ]10,1 . 


nx+1 


(ب) لتكن N‏ > م , [بع) متوالية من الدوال الحقيقية » التي ساحة كل منها ]10:1 ٠‏ والمعرفة بالدستور 


س = 8,00 . بين أن هذه المتوالية تتقارب بانتظام على ]0,1[ من الدالة الصفرية . 
تفن 

لتكن ,8 و (,5) متواليتين من الدوال الحقيقية » تتقاربان بانتظام على حموعة × من الدالتين 5,8 على 
الترتيب . 


(أ) بين أن ( م8 + ,16 » تتقارب بانتظام على × من م +8 . 


۱۹۸ الدخل الى التحليل الرباضي 


(ب) ليل 
h(x) = f(X) g(x)‏ 3 ««)رع0),) = h,(x)‏ 


أيا کان × من × . برهن أنه إذا کانت كل من الدوال ۴,8۰ محدودة على × . فإن ۸.(,۸6۸) تتقارب 
بانتظام على × من الدالة طء 


رسف 

لتكن )١[, ٠٤ ١‏ متوالية من الدوال الحقيقية متقاربة بانتظام من ۴ على محموعة 85 من الأعداد الحقيقية . 
ولنفترض وجود عدد حقيق موجب 1 بحيث يكون 14 >|5,)0| . أياكان × من 5 . وأياكان ه من × . لنفترض 
كذلك . أن ع دالة مستمرة على الكرة المغلقة (8)0,31. ولنعرف الدوال 80000) = 0«)ط 
209) = ).1 على 5 . برهن أن متوالية الدوال 1,(,۸6۸) تتقارب بانتظام على 5 من 8 , 


%5 
لتكن "6N‏ ,[,؟) متوالية من الدوال الحقيقية على ۴ . محددة بالدستور 


lim (cos nirx”‏ = )م1 
ê‏ 


(أ ) بين أنه في حال کون × عدداً عادياً . فإن 1 = 5.00 "نا , رارشاد . اذاكان =× . حيث ابه 
Meco 2 7‏ 0 5 5 
عددان صحيحان . فان ×۸ بغدو عددا صحيحاً أيضا عندما يكون « كبيراً بقد ركاف . وعندئذ يكون 


((cos "امام‎ — 1 


زتت) ات أنه في حال کون × عدداً غير عادي . فإن 0 = 4,009 ۳ا ۰ (إرشاد.اذا لم يكن ×!" 


عدداً صحيحاً > فان 1 > |«"اد |٥5‏ » وبالتالي بكون 0 - 5,00 ) . 


(۹-—۷) : 
لتكن ),(,١6۸١‏ . متوالية من الدوال الحقيقية ساحة كل منها ۲۴ . ولتكن هذه المتوالية متقاربة باتتظام على 


© من الدالة الحقبقية 5 . انعرف الدوال + ©: مع بالدستور (1+»),؟ = )مع . أبأكان ه من۸. برهن أن 
المتوالية × عم,(,ع) تتقارب نقطياً على © من الدالة ؟ . 


الدوال الحقيقية المستمرة على قضاء متري ۱۹۹ 


نظرية الاستمرار المنتظم 


تدم 
بين أن الدالتين التاليتين منتظمتا الاستمرار على ساحتيهما : 
م = 10 ١‏ هع [0,1] :2 


كدوم هح]ه+,ا]:, 
x‏ 


۹= ٩(7 
+ ا أن الدالتين التاليتين ليستا منتظمتي الاستمرار على وا‎ 


fi(l+ol«R , ])«( = × 


f:JOol~R د‎ 0 
x 


المحيية 

لتكن ۴+ ۴:۴ دالة مستمرة ودورية (أي أن ثمة عددا حقيقيا 4 . بحيث تتحقق المساواة 100 -(+1)3 
أياكان × من 8 ). أثبت أن ؟ منتظمة الاستمرار على © , 

)0١-5( 

لتكن 4 مموعة جزئية محدودة من مولي +R‏ :6 دالة منتظمة الاستمرار على .برهن ‌عندئذ ان 
(۴)4 محموعة محدودة كذلك . 
(۹-—۲ 

نقول عن دالة 82+ ۴:۴۸ . إنها خطية على ۴ . إذا تحققت المساواتان 

f(x+y)=f(x)+f(y) , f(kx)=kf(x) 

أباكان × من ۴ . حيث 6 عدد حقيتي . 

(أ ) برهن أن كل دالة خطية على ۸ . هي من الشكل ينه -(1)5 . حيث ه عدد حقيقٍ ما . 


رب ثبت أن ۴ منتظمة الاستمرارعق ۸ . 


۰۰ المدخل الى التحليل الرياضي 


رك" 
لتكن 8 +-]3,5[:؟ » دالة مستمرة . برهن أن الشرط اللازم والكافي كي تكون ؟ منتظمة الاستمرار 
على ]13.5 هو أن تكون النبايتان 100 دملا ٠‏ و (100 نا موجودتين . 


074-50 

00 برهن أنه إذاكانت ,۴ دالتين حقيقيتين منتظمتي الاستمرارعلى 5 » فإن #+۴ متنظم الاستمرارعلى 58 
كذلك . وإذاكانت ھگ ؛ فضلا عن ذلك'محدودتين على 5 > فإن خاصل ضرا 8 منتظم الاستمرار على 58 . 
وإذا كانت ع, ٠‏ بالإضافة الى يوم عند عن الصفرء أي إذا وجد عدد موجب 88 . نحيث 5 
| «)ع| < ٠ 0> M‏ با کان عمق $ < ناج 4 دالة معظمة الاستمرار على 5 . (إرشاد لحل القسم الاخير : 


| £ نمع دضع )1£ _ سم 
| «)ع| | «)ع| اوت )ع 


< لا‎ f(x) g(y) - f(y) g(y) + f(y) g(y) — g(x) f(y) | < 


(< ]دلا‎ | (|| fCO-f(DI+ IFC] Ie) اسع‎ 


(ك-هى) 
لنکڻ +R‏ 1:8 دالة منتظمة الاستمرار : ولنعرف متوالية الدوال الحقيقية ۸ 6" ,(,؟ » التي ساحة كل 


منها 8 . والمحددة بالدستور (ل4+»)! = 5,00 أياكان ه من N‏ . بين أن هذه التوالية تتقارب بانتظام على 8 


من الدالة ؟ , 


eee 


الفصل السايع 


° 


المقاخاة 


Differentiation 


ROTOR 


برزت في علي اهندسة وعلم الميكانيك مسألتان شهيرتان . حول تعيين ميل الماس لمنحن في نقطة منه . واناد 
السرعة الآئية لمتحرك في الحظة ما و ليد أن حل هاتين المسألتين ٠‏ يقود إلى فكرة أساسية واحدة“أطلق علا اسم 
« الاشتقاق » أو « المفاضلة » . وللدلالة على ما لمفهوم المفاضلة هذا من أهمية بالغة . يكفينا القول ٠‏ بأنة كان الآضاس المكين 
الذي قام عليه فيا بعد صرح ٠‏ الحساب التفاضلي » الشاهق؛ الذي ما انفك يشغل مركزا مرموقا في جل فروع المعرفة الطبيعية . 


إن ما نہدف اليه في فصلنا هذا . ليسر ن دراسة تطبيقات الحساب التفاضل في الهندسة والميكانيك ٠‏ إذان طموحنا لن 
يتعدى الخواص العامة للمشتق » واستنباط النظريات الأساسية في عل الحساب التفاضلي اورم أن كرا من النتائج 
والنظريات » الى سنعرض ها . قد تكون مألوفة لدى القارىء من خلال دراسته للرياضيات الابتدائية., في باكورة قيلت 
الجامعية . إلا اننا سنركز بصورة أساسية على إيراد براهين دقيقة قدر المستطاع . تستند إلى النتائج التي توصلنا اليا في الفصول 
السابقة . 


۲ المدخل الى التحليل الرباضي 


1-المشتى 
The Derivative‏ 


0١‏ تعريف 


لتكن 5 مجموعة جزئية غير خالية من ۴ '. ولتكن +۴:5 دالة . نقول عن ۴ إها قابلة للاشتقاق في 
النقطة ,× . إذا كانت *٠‏ نقطة داخلية(*) ل 5 ٠‏ وكانت النهاية 


Af‏ ون 
X— Xo‏ ملم 


موجودة . تسمى هذه الباية عندئذ مشتق الدالة ۴ في النقطة ×ء ويرمز ها ب ماك أوب (م×)(5۴) أوب 
.f (xo)‏ 


إذا رمزئا ب ۴ لمجموعة النقاط الداخلية في 5 ٠‏ التي تكون ۴ في كل منها قابلة للإشتقاق #*») . فإن الدالة التى 
ساحتها ۴ ٠‏ والتي خيال كل عنصر ×٥‏ من 8 وفقها هو (×)۴ءتسمی مشتق الدالة * (أوالدالة المشتقة ل ۴ ) ٠‏ ويرمز 
هاب كك أ ۴ أو ۴ . وعندئذ نقول إن ۴ قابلة للاشتقاق على 8» أو إن للدالة ۴ مشتقاً على 8. 


,ا ميال 


لنأحذ الدالة + ۴:8 المحددة بالدستور |*| = 820 . من السهل التحقق بأن ۴)»(=1 . أباكان العدد 
الموجب × . وأن 1-=()۴ .. أيا كان العدد السالب × . وإذا لاحظنا أن المقدار ٠‏ الل _ 0-0 
Xx x 8 5‏ 
ليس له نہاية عندما 0 +× فإننا نستنتج أنه لا يوجد للدالة ۴ مشتق في النقطة 0 . وهكذا . فإن ۴ قابلة للاشتقاق 
على (8-10. 


سنورد الآن نظرية تبين الرابطة بين الاستمرار وقابلية الاشتقاق . 


۳ نظرية 


إذاكانت 5 مجموعة جزئية من ۸ » وكانت 8 +۴:5 دالة قابلة للاشتقاق في النقطة .ا من 5 . فإن ؟ 
لآ بداوأن تكون مستمرة في 5-5 


)۰ ) أي إذا وجد بحال مفتوح Ja,‏ بحيث يكون 5© ] 8 ,» [€ م×.(راجع ,)۳,٤۹1‏ 
)٠١(‏ قد نكون هذه المجموعة خالية . 


المفاضلة ۳ 


البرهان 


لماكانت ؟ قابلة للاشتقاق في × » فإنه يقابل العدد 1 عدد موجب * . بحيث أنه إذاكان × أي عنصر من 
5 يحقق الشرط *# >|ء×-×| >0 ؛ فإن 
1< 0 لالط 1(9 
X¬— Xo‏ 
إذا ضربنا طرفي المتراجحة ب |ه×-×|ء فإننا تجد استنادا إلى متراجحة المثلث أن 
اهد-«| ( :)| +1( <| f(0 - f(x‏ 
لیکن ٤‏ عددا موجبا ما» اة minl ‘THOT‏ = 4. عندئذ نترك للقارىء التحقق من أن 
٤‏ >|(ه* - ۴00| ٠‏ شريطة أن يكون اترا هن 5 يحمق المتراجحة 4 >|م×-×|» الأمر الذي يعني استمرار f‏ 


ت 


يبين المثال )۷,٠١(‏ أن عكس هذه النظرية غير صحيح » ذلك أن الدالة Ix‏ مستمرة في النقطة 0 : دون 
أن تكون قابلة للاشتقاق في هذه النقطة . هذاء ومن الممكن إيراد دالة مستمرة على ۴ » دون أن تكون قابلة للاشتقاق في 
أي نقطة من .R‏ 


سنورد الآن نظرية تمدنا بدساتير مشتقات مجموع وحاصل ضرب وحاصل قسمة دالتين حقيقيتين . ورغم أن هذه 
الدساتير لا بد وأن تكون مألوفة لدی القارىء عند دراسته لمبادىء الحساب التفاضلي ٠ ٠‏ فإن البراهين التالية » قد تكون أدق 
من تلك التي تعرف عليها الطالب في دراسته السابقة . 


4 نظرية 
لتكن 5,8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما المحموعتان الحقيقيتان 5,۳ على الترتيب . فإذا كانت 5,8 + قابلتين 
للاشتقاق في النقطة م»ا . فإن 8+ و 48 قابلتان للاشتقاق في .* . وإذاكانت ع دالة قابلة للاشتقاق في مكاء 
وكان 0 (.*)8. فإن 1 قابلة للاشتقاق كذلك في × . وفضلاً عن ذلك » فإن 
8 


(i) (f+ g(x) = f(x + مداع‎ 


(ii) (fg)(xd = f(x g(x + f (xd 8) 


(ii) Jd = ا‎ (g(x) #0) 


المدخل الى التحليل الرياضي 


البرهان 


إن م* هي بالفرض نقطة داخلية لكل من 5,5 . من السهل التحقق عندئذ بأن ,× لا بد وأن تكون نقطة 


داخلية (ونقطة حدية أيضاً) ل 7 56. 


)١(‏ إن الدستور (0) هو نتيجة مباشرة للمساواة 


+ ور و‎ = (f+ اله‎ _ (N - لداع - 9ع ل )؛‎ 
X— Xo X— Xo X— Xo 


ولحقيقة كون نهاية يجموع دالتين تساوي مجموع نهايتيهما )٤,۲۸(‏ ومن الواضح أن اختيار × يحب أن 
بم > بحيث يكون 07 5ع ×. 


(۲) أما الدستور (3 فهو نتيجة مباشرة للمْساواة 


)19 (% - (fd (x _ _ f(0 8) - وين لداع‎ 9 
ير‎ - Xo X—Xo 


X¬—Xo 
ولحقيقة كون نهايتي المجموع وحاصل الضرب تساويان مجموع‎ » )۷,١۳( ×٠ ولحقيقة کون ۴ مستمرة في‎ 
. وحاصل ضرب النهايتين على الترتيب‎ 
وأخياً » فإن الدستور(فةة) ناتج هن المساواة‎ )۴( 
1)) - ) 
9 0 7 0 
)ع 0«)ع وااو‎ X— Xo 


ومن حقيقة كون الدالة ۾ مستمرة في × » ومن حقيقة كون نهاية حاصل الضرب تساوي حاصل ضرب 
النهايتين . لاحظ أنه لما كانت ع مستمرة ؛: وكان 0 * (,»«)ه8.فإن 0(×)ع من أجل جميع 
الاعداد × الي تنتمي إلى 7 ٠‏ والقريبة بصورة كافية من ×١‏ (استرشد بالقرين (85)) .» 


٥‏ - نتيجة 


يترتب على النظرية السابقة » أنه إذا كانت ۴,8 دالتين حقيقيتين ساحتاهما الحموعتان الحقيقيتان 8,7 على 


الترتيب » وكانت 5,8 قابلتين للاشتقاق في النقطة × . وكان #0 (م×)ع ٠‏ فإن ل قابلة للاشتقاق في ×٤کا‏ أن 


E) رن‎ E ا 8 0 ؟ = لداع‎ 
8 g8 (x? 


من الدساتير الهامة » الي غالبا ما تستعمل عند حساب المشتق » دستور مشتق مركبة دالتين»التي عرفناها في ١,"448(‏ ) . 


المفاضلة ۰0 


(1/.15- نظرية (مشتق مركبة دالتين) 


لتكن 58 دالتين حقيقيتين للمتحول ال حقيت » ساحتاهما 5,5 على الترتيب (5 >(8)5). فإذا كان المشتقان 
(.)8 و((8):0) ۴ موجودين ؛ فإن المشتق (م*/(608) يكون موجودا » ويعطى بالنتستور 


(fog) (x0 = '؛‎ (g(x ( g (xo) 


البرهان 


لماكانت ساحة الدالة ٠‏ هي *3 . وكانت م×نقطة داخلية في ٣‏ (لأن ع قابلة للاشتقاق في × ) . فإن 
* نقطة داخلية لساحة ٠٠#‏ . لإثبات هذه النظرية . من الطبيعي أن نبدأ بالمساواة التالية 


(fod (%) — (fo@ (x) _ f(g) - f(g(x)) , لاع - لاع‎ 
X— Xo g(x) - g(xo) X — Xo 


وبا أن ع قابلة للاشتقاق في × . فهى مستمرة في × » لذا فإن 0+ (م×)ع -(×)ع . عندما 0+ ء×-× . وبالتالي . 
فإذا جعلنا 0+ م« في المساواة الأخيرة . فإننا نجد الدستور المطلوب . 


إن إمعان النظر في هذه المناقشة : يكشف عن عيب فما ٠‏ ذلك أن (م×)ع- ()8 قد يكون مساوياً للصفر في عدد 
غير منته من قم × في كل جوار ل × . وعندها لا يكون للعامل E) e)‏ معنى من أجل هذه القم ل ×. 
8(X) - 8)‏ 9 
لذا فلا مناص لنا من انتباج أسلوب مختلف خال من هذا العيب . الأمر الذي ندرجه فها بلي : 


لماكانت ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة (8)*0 ٠‏ فإنه يقابل العدد الموجب ,6 عدد موجب ,ف . بحيث أنه إذاكان 
5ل .ويك >|(<«)ق-لا| . فإن 


f(D '؟-((مد)ع)؟-‎ (g(x) )(y—g(x))| » لماع - لال‎ 0 


كذلك . لا كانت ع قابلة للاشتقاق في م* . فإنه يقابل العدد الموجب ,ع . عدد موجب 4 . بحيث أنه إذا كان 
xeT‏ و ة>اء»*-»|. فإن ,كه >|(م«)ع-0)عاء کا أن 


| «)ع‎ - g(xo) — |لما-:)(م<)'ع‎ < <, |x — Xo | لمك‎ 


۳۹ للدخل ال التحليل الرباغي 


نستخلض ما سبق » أنه إذا کان ×6٣‏ و 4>|م-*| . فإننا نجد استتادا إلى (ه) و (0ه) أن 


(g(x) ) g'(xo) (x— xo ) |‏ ؟-((مم)ع)؟-((ج)ع)؟ 
<|f(g(%) ) —f(g(x.))-f'(g(x.))( g(x) = g#(xo))|‏ 
g(xo) - g(x) (x—xo)|‏ - ومع |f' (g(xo))||‏ + 


<e,| g(0-g(xo)| +e, | f (g(xo))(x—xo)| (**6) 


إذا طبقنا متراجحة المثلث على (ه )٠‏ فإننا نجد 


| >|(ممه- همع‎ (6, +| g(x) |)| x—xo| 
فإن هذا السطر يغدو أصغر من المقدار التالي أو يساويه‎ . )٠ .( ولو أفدنا من هذا في السطر الأخير من‎ 
لم) هم اخماك‎ +f (2(xo))|) | ام:-؟‎ 


اة لكل عدد موجب ع عددا ٤,‏ محقق المتراجحة 


بك 0 5 
e< min { 1+| g'(xo)| + | f 2‏ 
عندئذ نلاحظ أنه إذاكان × عنصراً من 7 . يحقق المتراجحة 4 >|م×-»| . فإن 
مئاع > (x—xo)|‏ (8)0 ( (مم)ع ) '1- (:) (عه5)- |(fog)(%)‏ 


فإذا كان ×*× . فيمكن تقس طرفي هذه المتراجحة على |م×-»|. الأمر الذي ببين أن ع٠۴‏ قابلة للاشتقاق في 
× . وأن المشتق في هذه النقطة يعطى بالدستور الوارد في النظرية . م 


المفاضلة ۷ 


1 خواص الدوال القابلة للإشتقاق 


Properties of Differentiable Functions 


سنورد في هذا البند » أهم الخصائص للدوال القابلة للاشتقاق » والتي نجد بعد إمعان النظر فيا » أنها ترتبط بمسلمة 
العام . التي شكلت الأساس الذي استندنا اليه في توصلنا إلى نظرية القيمة الأكبر والقيمة الأصغر (7,78) . 
0١‏ نظرية 


0 إذاكانت ۴ دالة ساحتا المحال المفتوح 1 . وكانت ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة © من 1 . ومدركة لحدها 
الأعلى أوحدها الأدنى في هذه النقطة > فإن 1260-0 . 


البرهان 
لنفترض مثلاً . أن ۴ تدرك حدها الأعلى في © . عندئذ يكون 189 >80 . أياكان »× من 1 . 


وبالتالي . يكون مح فتحليا عندماء ><ء ويكون 0> لفسا عندما > <*. ولا کان المشتق () ۴ موجوداً 


فرضا . فإننا نستنتج استنادا إلى )٤,۲۹۳(‏ أن 


imi _ ون‎ MOE _ qq 


5-8 6 مسي‎ eC ıe 85-0 


ولا كانت النباية الوسطى غير سالبة والنهاية العنى غير موجبة » فإننا نستنتج أن 40-0 . 
أما إذاكانت ۴ مدركة لحدها الأدنى في غ ٠‏ فإن النظرية تبرهن بصورة ماثلة . « 


سنتمر هذه النظرية . بهدف التوصل إلى واحدة من أهم خواص الدوال القابلة للاشتقاق . والمتمثلة بالنظرية 
الشهيرة التالية . 


۲ - نظرية رول ( علاه8) 


إذا كانت ؟ دالة حقيقية مستمرة غل محال المغلق [a,b]‏ »> (حيث 0 >4 ) . وقابلة للاشتقاق على 
إط.ة[ ٠‏ وکان (ط)۴)۵(=۴ء فثمة عدد » منت إلى ]اء[ . بحيث يكون 0-0 . 


4 المدخل الى التحليل الرباضي 


الرهان 


إن دالتنا » لا بد وأن تدرك حدها الأعلى وحدها الأدنى على [ط,ة]» استناداً إلى نظرية القيمة الأكبر والقيمة 
الأصغر (5,55) . فإذا تم إدراك الحدين الأعلى والأدنى في طرفي المحال طبه . فإن ۴ لا بد وأن تكون ثابتة لأن 
f(a) - f(b)‏ « وبالتالي نجد أن 0-0 أياكان © من Jab]‏ . أما إذا بلغت ۴ حدها الأعل زتها الأدنى في 
نقطة © من ]طبه[ > فلا بد أن يكون 0-0 وفق النظرية السابقة . « 


إن نظرية رول تشكل حالة حاصة من النظريتين التاليتين : كا أنها ضرورية لاستنباط كل منهم) . 
۳ نظرية القيمة الوسطى في الحساب التفاضلي 


إذا كانت ۴ دالة حقيقية مستمرة على المحال المغلق [8,5] . (حيث ط>2) . وقابلة للاشتقاق على 
)اه . فثمة عدد © ينتمي إلى ]6.ة[ . نحيث يكون 
(1)9-(100 


O)‏ لت 

البرهان 
لنشكل الدالة المساعدة ۴+ [3,5] :۴ المحددة بالدستور : 
f(%)— E) (xa)‏ = )م 


لا كانت ۴ مستمرة على [طءة] » وقابلة للاشتقاق على ]6.ة[ . وکان (ھ)۴)۵(=۴۵(=۴ . فن الممكن 
تطبيق نظرية رول» التي تؤكد وجود عدد © ينتمي إلى ]3:5[ ٠‏ بحيث يكون 


_ 70-0 .له 


من الممكن » التوصل الى نظرية القيمة الوسطى هذه كنتيجة للنظرية الأعم التالية . 
15 نظرية كوشي ( لإطءداة© ) في القيمة الوسطى 


إذاكانت 8,؟ دالتين حقيقيتين مستمرتين على ا محال المغلق [8,6] . (حيث 8 >2 ) ٠‏ وقابلتين للاشتقاق على 
اة[ u‏ فثمة عدد ع ينتمى إلى ]3,6[ > بحيث يكون 


(O g(b)- g(a].‏ £ = [9)؟- f(b)‏ ]ن)ع 


المفاضلة ۹ 


الرهان 


لِتَصْطّع الدالة 


f(-f(0J +] #(0-g(a J [ f(b) -f (a) J]‏ ][ه)ع- جاع [ = لومم 


لماكانت ۴ مستمرة على [ط,ة] ‏ وقابلة للاشتقاق على ]طبه[ » وكان ۴)۵(=۴)(=0 » فإن تطبيق نظرية 
<زوليدل على وجود عدد © ينتمي إلى ابو[ + يث يكون 


g(b)-g(a ] = 0‏ ] 1)0-[9):-0)؛ a F(O-=g(O[‏ 
إن نظرية كوشي في' القيمة الوسطى )۷.۲١(‏ . توفر أحيانً أداة فعالة لحساب نبايات بعض الدوال . 


»,ا قاعدة لوبيتال ( (L'Hospital‏ )1( 


لتکن 5,8 دالتين قابلتين للاشتقاق على ()-1 . حيث 1 محال و 361 . فإذا كانت كل من ورم 
تسعی إلى 0 عندما يسعى × إلى 8 . وكانت كل من (») "هو ()8 مغايرة للصفر . أياكان × من (8)-1 » ووجدت 


فضلاً عن ذلك النهاية Ç0‏ وناء فإن النباية 6 جنا تكون موجودة . كا أن 


يت وني 
lim (L)(0 = lim (f‏ 
)ج( هنا = 0( جنا 


الرهان 
لنعرف الدالتين ۸ ٭1: يه , ۴ حیٹ (*) = )بع و80 = ۴)0 ایا کان × من (3)-1 
وبحیٹ 0= )ع = ۴)۵ . لاكان 
lim f(x) = lim 100 = 0 = f(a)‏ 
lim g(x) = lim g(x) = 0 = g(a)‏ 


فإننا نستنتج استنادا الى )٥,۱٤(‏ أن .8 ,۴ مستمرتان في ٠‏ وبالتالي مستمرتان على 1 . (لانهم| قابلتان للاشتقاق» 
وبالتالي مستمرتان على [4)-1 ). 


وبما أنه عند دراسة سلوك نباية دالة في .8 لا نعبأ بقيمة الدالة في ۾ ٠‏ فإن سلوك نباية دل في 8 ٠‏ هونفس سلوك 
Bı‏ 
fel:‏ 5 
کے .a‏ 
عا اي 


1۰ المدخل الى التحليل الرياضي 


لتكن "6١‏ ,(,ه) متوالية مطردة » حيث 61-4 ,8 » و هع به . عندئذ » نجد استناداً إلى نظرية كوشى 
(7,14) أنه يقابل كل ,8 عدد ,نك محصور بين ,2 و ۾ ء بحيث يكون 


[(م)بع-( مهاس ] لىن)ء؟؛ = fı(a,)—fı(a)]‏ [) ن)ع 
ولا كان 0 = (8)بع = (8),؟: وكانت كل من (×) ع و 800 مغايرة للصفر أياكان × من 1 ء فإن 


)2 )6 = رمع 
8 8 


لماكانت 8ه مه » فإن ~a‏ به . وعا أن im)‏ موجودة » فإنه يترتب على النظرية )4,١8(‏ أن im),‏ 


موجودة » وتساوي (*)() 9اذ! . لكننا نرى من (0) أن 
,)0 هنا 5 ) in O),‏ 
لاء فإن ),)( E im‏ وتساوي 06( 7 ) :هذا . واستنادا الى )4,١9(‏ ثانية: نجد أن 
ل 7 
)هنا Ê) aJ‏ هنا . 
((ماهلا - ج( يهلا 
إذن 
a .lim(Ê)(x) = lim ) (06‏ 
Ig e‏ 
هنالك أشكال مختلفة لقاعدة لوبيتال . ورغم أن الشكل الذي أوردناه هذه القاعدة في )۷,٠٠(‏ أكثرها شيوعا . إلا أن 
الصيغة التالية ( الي نكتني بنصها دون البرهان عليها ) كثيرة الورود والتطبيق , 
7 قاعدة لوبيتال (۲) 


لتكن 8 دالتين قابلتين للاشتقاق على (1-12 . حيث 1 محالو 1ع . فإذاكانت کل من 8 ه؟ تسعى 
إلى ± عندما تسعى × إلى 8 ٠‏ وافترضنا أن 6+0 أيا كان × من (ة)-1 ووجدت فضلا عن ذلك 


النهاية درج ٠ in‏ فإن الهاية 6( وول E aS.‏ 


lim )] و0(‎ = lim (Ê )(x) 
ع همع 8 ممع‎ 


١١۱ المفاضلة‎ 


/؟,/ا_ مثال 


لتأخذ الدالة + *© :1 الحددة بالدستور × 8ج1 = (×)ط. ولندرس النهاية ()5 ا . لنعرف الدالتين 
8 على ]» +,0] =1 بالدستورين 
VX‏ =)%(8 او «ومء-1 = )1 

نلاحظ أن 58 قابلتان للاشتقاق على (1-10 = *۴ . وأن ۴)0(=8)0(=0 . وأن 8'00 و 80 تغايران الصفر 
أباكان عمق (1-10 + وان 

f ._ Sin x 

ip (0 5 د دون‎ 0 
2x 


إذن نجد استنادا إلى (58./) . أن 0 = (×)۸ وا 


مئال 


لن خحذ الدالة + *۴ :1 المحددة بالدستور ×108× >-(806 . ولندرس النهاية (»«)ط 53ذ! . لنعرف الدالتين 
2 ر سس - 3 ف 
8 على ۴ بالدستورين 


g2)‏ .ر «وماديمر 


نلاحظ أن 5,8 قابلتان للاشتقاق على “8 . وأنكلا من 5,8 يسعى إلى صيدعندما 0ع . وأن 0 لك -= 8000. 
أياكان × من *8 وأن | 
1 . 
= سق lim (E)() = lim‏ 
1_ مه g‏ ممه 


x2 


اذن نجد استنادا إلى (۷,۲۹) أن 0 = (×)۸ زا 


رأينا كيف أمكن استؤار نظرية كوشي (974) : التي تشكل تعميماً لنظرية القيمة الوسطى » للحصول على 
قاعدني لوبيتال . أما نظربة القيمة الوسطى نفسها (۷,۲۳) » فإن من أهم النتائج المترتبة علا النظريتان التاليتان . 


o-4‏ نظرية 


إذاكانت ؟ دالة حقيقية مستمرة على الحال 1 ٠‏ وها مشتق يساوي 0 في أية نقطة داخلية من 1 : فإن ؟ 
دالة ثابتة . 


1۲ المدخعل الى التحليل الرياضي 


الرهان 


لتكن ۾ أبة نقطة مثبتة في 1 » ولنرمز ب 8 لمقصور ۴ على [«,ة] . حيث 1©* و 4<× . عندئذ تكون 
ع مستمرة على [*,3] وقابلة للاشتقاق على ]13,6 (لاذا؟) . وبالتالي » نجد استنادا إلى نظرية القيمة الوسطى 
(۷,۲۳) أن ثمة عددا © من ]×[ ميث يكون 


g(x)—g(a) = (x—a)g' )©‏ 
ولا كان من السهل رؤية أن 0=() ؟=()'# ع فإن 
f(x)— f(a) = g(x)— g(a) =0‏ 


ونجد نتيجة ممائلة عندما 61× و 4 >×. لذا فان (۴۵(=۴ أياكان × من 1 . أي أن ۴ دالة ثابتة. م 
0- نظرية 
لتكن ؟ دالة حقيقية مستمرة على المحال 1 ٠‏ وقابلة للاشتقاق في أي نقطة داخلية من 1 . عندئذ : 


. 1 إذاكان ۴)۵(<0 في أي نقطة داخلية من 1 . فإن ؟ متزايدة في‎ )١( 


(۲) إذاكان 0<(*) ۴ في أي نقطة داخلية من 1 » فإن 4 متزايدة تماما في 1 , 
البرهان 


)1غ( لنفترض 55 علصرين من 1 نحيث و« >« ¢ ولنرمز ب 8 لمقصور f‏ على [ذى.»] 9 
عندئذ تكون ع مستمرة على [:*,,5] ٠‏ وقابلة للاشتقاق على ]د*.,*[ . وبالتالي » نجد استنادا إلى نظرية 
القيمة الوسطى (7,/) : أن ثمة عددا © من ]:*..*[ محيث يكون 

() 'ه (*«-,») = () ع - زواع 
ولا كان من السهل رؤية أن 0<0)؟ = 9ع . فإن 
f(x) = g(x,) - g(x») > 0‏ - ()] 
الأمر الذي ببين صحة الشوّ )١(‏ من نظريتنا . 
أما الشق (؟) من هذه النظرية فيبرهن بصورة ممائلة . « 


لنورد الآن النظرية التالية العميمة الفائدة . والتي نترك إثباتها للقارىء . 


المفاضلة AY‏ 
۲ -_ نظرية 


لیکن 1 محالا » ولتكن ۴:1٠۴‏ دالة مستمرة ومتزايدة نماما . عندئذ : 


. إن (50 محال من النوع ذاته (أي أنه إذا كان المحال 1 مغلقا وحدودا . فإن (۴)1 محال مغلق محدود‎ )١( 
واذاكان 1 يحالا مفتوحا فان (50 يحال مفتوح . الخ...)‎ 


(۲) ان الدالة العكسية *5 (التي بينا وجودها في 1,8844917 ) : مستمرة على (۴)1 


(۴) إذاكانت ۴ قابلة للاشتقاق في نقطة داخلية ۾ من 1 . وكان 78(#40 . فإن ۴٠‏ قابلة للاشتقاق في 
النقطة (ه)؟ (التي يحب أن تكون نقطة داخلية في ۴)1 ) كا ان 


1 5 و 
حسم - (f(0)‏ 9( 


هذا » ونجد نتائج مماثلة تعلق بالدالة المتناقصة تماما . 


14" المدخل الى التحليل الرياضي 


۷۴۳ نظرية تايلور 


Taylor’s Theorem 
-تعاریف‎ ۹ 


لتكن ۸ 56 . ولنفترض الدالة +۴:5 قابلة للاشتقاق على المجموعة 8 (امحتواة بالطبع في 5 ) . فإذا 
كانت م« نقطة ما من 8 . فن الطبيعي التساؤل ع| إذاكانت الدالة ©) +ع : ۴ قابلة للاشتقاق في م« . فإذا تم ذلك » 
فإننا نقول إن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق مرتين في ء×. أو إن للدالة ۴ مشتقا من المرتبة الثانية في م ٠‏ ونرمز لهذا المشتق ب 
n)‏ > أو ب (*)889) أو (م×) ۴۵ أوب (م)'۴۔ 


ويتم تعريف المشتقات من مراتب أعلى من الثانية بصورة مماثلة . وإذا كانت ۴ قابلة للاشتقاق ١‏ مرة في النقطة 
× (أي إذا كان للدالة ۴ مشتق من المرتبة 8 )»فإننا نرمز لمشتقها من المرتبة 8 بالشكل كاك . أو(.:)0”9) أو 


. f” (x) 


لتكن ؟ دالة حقيقية على الحال المفتوح 1 کپ پا او رايب دعلى 1 
عندئذ » نقول إن اد تنتمي إلى الصف ”© على 1 . ومن الواضح أنه إذاكانت ؟ نمت تنتمي إلى الصف "© على 4 8 
يال ايض إل لش حل 1 > أيا كان العدد م الذي يحقق الشرط أ 


وعلى سبيل امثال . فإن الدالة + ۴:۴ الحددة بالدستور 


( عندما 0<×) وكير 5 
X) =‏ 
( عندما 0>×) 0 1 
حيث ١‏ عدد طبيعي ماء تنتمي إلى الصف ٥”‏ على © ٠‏ ولا تنتمي إلى الصف" © على © . 


وإذا كان للدالة و مضتقات من جم المرات تب على 1 ٠‏ فاننا نقول عندئڌ إن f‏ تنتمي إلى الصف ٥=‏ على 
1 . ومن الواضح أله کات ۶ عتما مق عج ٠‏ فإن مشتقات ۴ مستمرة جميعاً على £ 


وتشغل كثيرات الحدود مركزاً متميزاً بين الدوال الحقيقية على 8 . فإذا أخذنا كثير الحدود ,8 على 8 الحدد 
بالدستور 


P,(X) = a+a,Xx+... + “لارة‎ 


المفاضلة لا 


حيث المعاملات ,ة,...,:ة,مة أعداد حقيقية . فإننا ترق أن خيال أي عنصر × وفق .2 - يحسب بتكرار عمليقي 
الجمع والضرب ( المعرفتين على الحقل 12 ) عددا منتهيا من المرات . اما الدوال الاعم من كثيرات الحدود . فإن حساب 
خيال نقطة وفقها يشكل مسألة ليست بهذه البساطة . فإذا تمكنا من إنجاد كثير حدود يشكل تقريباً للدالة قرب نقطة ما . 
فإنه يغدو بمقدورنا عندئذ تشكيل جدول يعطي الق التقريبية هذه الدالة قرب هذه النقطة . 


وتوفر النظرية التالية ( التي تشكل تعمما لنظرية القيمة الوسطى ) حلا هذه المسألة . 
۲ -- نظرية تايلور (,والاة1) 


إذا كانت ۴ دالة حقيقية قابلة للاشتقاق 8+1 مرة على المحال المفتوح 1 . وكان 1ع6,ةءفهنالك عدد > 
محصور بين 3,5 . نحيث يكون 


)مم P=8)""‏ + رجدمم ” ba)‏ عب يع زو جه 
n!‏ 


f(b) = f(a)+ 
(n+1)! 


1! 


البرهان 
لنفترض 0 >3 . ولنعرف العدد الحقيق 04 بالمساواة 


سعد حك ر ا f(b) = f(a)+‏ 
k=l |‏ 


(n+1)! 


عندئذ بت إثبات نظريتنا . إذا بينا وجود عدد © من ]3.6[ . تحيث يكون  M‏ (ع) د80 . لنأخذ من أجل هذا 
الدالة المساعدة 8 على 1 المحددة بالدستور : 


(x), M(b—x)"*"‏ ممم 2 + f(x)‏ + (ط)؟- = )ع 
EK (n+ D!‏ 


من الواضح أن الدالة ع مستمرة على [ط,ة] . وقابلة للاشتقاق على ]ط,ة[ . وأن 0=(ط)ع=(4)ع, إذن نجد اعيّادا 
على نظرية رول (۷.۴۲) . أن هنالك عددا © ينتمى إلى ]5:5[ . بحيث يكون 80-0 . نلاحظ أنه أباكان × 
من ]3,6[ فإن 


“لدم كلق _ر وم ص له-0 رى ممم القحطل ]بل += s0‏ 
n!‏ !0~ - 
يددع مم [ b>"‏ _ 


لذا نجد أن( = () ٠٠‏ وبذا يتم المطلوب . » 


5 الدخل الى التحليل الرياضي 


يسمىكثير الحدود (8.)8 على © التالي 
p,(%) = f(a) + ZA f(a) + ... + 9" fr (a)‏ 


كثير حدود تايلور من الدرجة 5 للدالة ۴ في النقطة 8 . نلاحظ فا يتعلق بكثير حدود تايلور هذا أن 
f" (a)‏ = (08”يم, ... f(a) , p',(a) = f(a),‏ = )يم 


ي أن #0 و0)مم . ومشتقاتهها ال 8 الأول تتطابق في ۾ . لذا . يبدو من المعقول التوقع بأن كثير حدود تالور ,8 
للدالة ؟ في النقطة 2 يصلح لأن يكون تقريباً جيداً للدالة ۴ في النقاط القريبة من 8 . والسؤال عا إذاكان (8),م 
يشكل تقريباً جيدا ل (ط)۴ عندما تكون ا قريبة من 2 . فإن الإجابة عئه تتم إذا عرفتا مقدار الباق ( ه,ط),, ,8 


أ 
الذي هو 
f(b) p,(b) = (B= fr» (O‏ = لقرط) ريع 
(n+ 1)!‏ 
ذلك أن من الواضح بأن (4,ط)..۴ يشل الخطأ المرتکب عند اعتبار (8) ٥١‏ تقريباً ل ()؟ 
۳ مثال 


يمكننا باستعال الحدود غير الصفرية الثلاثة الأول من كثير حدود تابلور للدالة هذه في النقطة 0 أن نبين بأن 
sin() + 43‏ خملا لا بتجاوز 0.00002 . في الحقيقة»لدينا (مع ملاحظة أن الدالة هلو تنتمى إلى © ) 


sin'îx = cosx sin’ 0=1 
sin“ x = —sinx sin’ 0 =0 
sin X = —COSX sin 0 = -1 
sin x = sin Xx sink 0 = 0 
sin x = COS X sin” 0 = 1 
sin x = —sin Xx sin 0 = 0 
E ER لذا قان‎ 
P(X) = x 31 iT لذ فإن‎ 
P4) = 0.47943 وبالالي بكون‎ 
(Ly 
2 3 ٤ 
R, (L-0) = (cos) , ceo, ( أما الباقي فهو‎ 
7 
¢) 


1 58 oT 
| الأمر الذي يترتب عليه أن 0.00002 < > | زه ب‎ 


المفاضلة 1۷ 


5ه التقارب المنتظم والمفاضلة 
Uniform Convergence and Differentiation‏ 


لتكن 6۸ ,(.۴) متوالية من الدوال الحقيقية على المحال المفتوح 1 . ولنفترض أن دالة النهاية هذه المتوالية هي 
الدالة ۴ على 1 (أي أن ۴ تتقارب نقطيا على 1 من الدالة ۴ ) . لقد وجدنا في (5.8) أنه إذاكانت كل من 
الدوال ,۴ مستمرة على 1 . وكانت متواليتنا متقاربة بانتظام من الدالة ۴ على 1 . فإن ۴ دالة مستمرة على 1 . إن 
هذه التتيجة نهيب بنا لطرح السؤال التالي : إذا كانت متواليتنا متقاربة بانتظام من الدالة ‏ على 1 . وكانت كل من 
الدوال م . قابلة للاشتقاق على 1 . أيا كان العدد الطبيعي ١‏ . فهل من الضروري أن تكون دالة النهاية ۴ قابلة 
للاشتقاق على 1 . سنورد أمثلة تبين أن الإجابة عن هذا السؤال نكون بالنني . وفضلا عن ذلك . فسترى أن ليس من 
الضروري تقارب المتوالية ۸6۸ ,(م5 )من ۴ . بل ليس من الضروري أن تكون هذه المتوالية متقاربة على الإطلاقبكا 
يبين المثال التالي . 


مال 


لنأخذ المتوالية ۸6۸ ,[,؟) . حيث ,؟ دالة حقيقية ساحتها 8 -1 . ومحددة بالدستور ند ے ور .نا 
' كان 0م 1 > | عله هلق . فإن متواليتنا تتقارب بانتظام من الدالة الحقيقية ۴ على ۸ المحددة بالدستور 6060-0 . 
n n‏ 
ولا کان جه دده = (٭),۴. فإن ۾ ؟ قابلة للاشتقاق على ۸ . أيا كان 8 . وإذا لاحظنا أن («) ,۴ 1۳ غير موجودة . 


فإننا نرى أن المتوالية 6۸ ,(,۴) ليست متقاربة على الإطلاقءرغم التقارب المنتظم للمتوالية ٩‏ ۸6 ,(«؟) من © . 


إن هذا المثال والتعليق السابق له يمكنائنا من القولءبأنه إذاكانت ۸6۸ ,(,۴) متقاربة بانتظام من ۴ على 
1 . وكانت كل من الدوال ,5 قابلة للاشتقاق على 1 . وكانت م× نقطة مامن 1 . فليس من الضروري أن تتحقق 
المساواة 
(lim f,)' (xo‏ = لم ؛ سنا 
وترد في هذا الصدد النظرية التالية . 


۲۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


نظرية 


لتكن €۸" :10 متوالية من الدوال الحقيقية القابلة للاشتقاق على الحال المفتوح 1 . ولتفترض أن نة 
نقطة × من ]3,6[ . تكون من أجلها المتوالية العددية ٣6۸‏ ,((م15,)5 متقاربة . لنفترض كذلك وجود دالة 8» 
حيث تتقارب المتوالية 20 2 ,[ alfa‏ 8 بانتظام على ]اة[ ٠‏ عندئد : 


[3,5] هنالك دالة 4 تتقارب منها المتوالية ۸6۸ ,(,؟) بانتظام على‎ )١( 


(۲) إن الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على ]9,5[ وم- + . 


البرهان 


(۱) لماكانت ((م*)]1 متقاربة فرضا . فإنه یترتب على )۳.٥۹(‏ أنه يقابل العدد الموجب ٤‏ . عدد صحيح 
موجی ء٤"‏ معيك أنه ]داكا 0 عددين صحيحين موجبين يحققان الشرطين ع ۸ ۸2 5-000 
قإن ج > ا(م::)ء! -(ہ×) +5 كذلك ٠‏ لما كانت المتوالية ۸6۸ , (م 16 متقاربة بانتظام على ]3,5[ . فانه 
يقابل ٤‏ عدد صحيح موجب .'87. بحيث أنه إذا كان «,مم عددين صحيحين موجبين يحققان 
الشرطين ٣< ۸'٤‏ و N‏ < وور. فإن 


(fa Try 21 60 


أبا كان × من ]اھ[ . سزمز ب × ”8"۸ . ليكن الا عنصرين من 8:01[ . وليكن 50,8 


عددين صحيحين موجبين عققان ار nN‏ و N‏ < م . عندئذ . نرى استناداً إلى نظرية القيمة الوسطى 
(۷.۳۳) . أن عدا #خسوراين ون ی کف 


fn (x)—fr(x)— + (y)+fn(y) = (xy) ] Fn (t)— f(t) ] 


3 
الا *| > | fn (X) -,)0 — fn (y)+fa(y)‏ | 
ويترتب عل هذه المتراجحة أن 


[fn (x)—fn (x) | < | fn )*(-), (Xx) - fn (Xo) + fn |(م<)‎ + | fn (Xo) = fn >|(م<)‎ 


نستنتج من هذا أن المتوالية () متقاربة بانتظام على ]:4[ من دالة ۴ . وبذا يتم إثبات الشق الأول من 
النظرية . 


المفاضلة 114 


(۲) ليكن ٠‏ عنصراً من ]5,ة[ » ولنعرف المتوالية ۸6۸ , (ر»ب1. والدالة س على إابة[ كا بلي : 


fn (x)— fn (¢) )×# € عندما‎ ( 
e (%) = { 2-6 
1 ,) )× = عندماء‎ ( 


Y¥(x) = lim مرب‎ )<( 
neee 


وبما أن 9),م = 9),؟ = ورم ٠ lim‏ فإن مم مستمرة في ع . وبالتالي فان الدوال ,م جميعاً 
مستمرة على ]8,5[. 


نلاحظ كذلك أنه إذاكان ۸ <۸ و علا حص يعسي × من ]3,6[ أن 


(x)| = (x) — f, (x) — fn (c) +f, (c)| <‏ ,م-(:) lon‏ 
(استنادا إلى ))٠(‏ ا 
كا أن 
استناداً الى ره 1 (c(—qwn (c)| = | fm‏ مها 
(استنادا إلى () 2 يه إل -260 | ا 


إذن نجد أن له ,مم1 ؛ متقاربة بانتظام على ]ط,3[ . ولا كان التقارب المنتظم يحفظ الاستمرار (1/.1) . فإن 
0 مستمرةعلى ]اة[ . وهذا يعني أن 
0ع = f, (c)‏ سنا = lim e, (e)‏ = )ب = lim w (x)‏ 


فإذا أضفنا إلى هذا أنه عندما #6* يكون 
لعا !حلم _ للل الث lim‏ = 


2-6 


فإننا نستنتح أن 0-9 مإ موجودة » وتساوي ()8 . إذن نجد أن ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة © ٠‏ وأن 
70-8 . ولاكان هذا صحيحاً أباكان » من ]ط,[ » فإن 8-*؛ على ]3.6[ ٠‏ وبذا نكون قد أنجزنا إثبات 
كامل الشق الثاني من النظرية . » 


*4,/ا ‏ ملاحظة 
تجدر بنا الإشارة إلى أن النظرية (۷,۲) توفر الشروط الكافية لتقارب المتوالية ۸ ٠6‏ ,(,۴) بانتظامءدون أن تكون 


هذه الشروط لازمة . فالمثال الذي أوردناه في (١٤,۷)»يقدم‏ متوالية ۸ 11,8 متقاربة بانتظام من دالة ۴ء دون أن 
تكون المتوالية ۸6۸ ,( م15 متقاربة بانتظام“بل دون أن تكون المتوالية ۸6۸ ,( م15 متقاربة أبدا . 


7 المدخل الى التحليل الرياضي 


الدوال الابتدائية 


Elementary Functions 


. أوردنا في سياق يحوثنا السابقة الدوال المثلثاتية كأمثلة تهدف إلى إيضاح بعض, النظريات . رغم أننا ل | تعرفها . 
وم نھ خواصها . وسنحاول الآن معالحة الدوال الابتدائية الرئيسية ۴ التحليل الرياضي ٠‏ وهي الدوال الأسية 
واللوغاريتمية والمثلثاتية والزائدية » استناداً إلى نتائج نج البنود السابقة من هذا الفصل . ورغم أن تعريف هذه الدوال يمكن 
أن م م بأشكال عدة ٠‏ الا أننا اخترنا تقدبمهاً بالاستعانة با معادلات التفاضلية . ومن الممكن تعريف المعادلة التفاضلية بأنها 
دالة ۴ + 2*١‏ : ب محددة بالدستور 


(f(x), f(x), ...,f (x), f(%)) > 0‏ 
وعلى سبيل المثال . فإذاكان 2 = ١‏ . وكانت الدالة جم + :م محددة بالدستور 2 +× = 2,ز,*)م . فإن المعادلة 
التفاضلية في هذه الحالة تغدو 8500-0+ 0 "التي تكتب عادة على الشكل مك واذا كان 1 -ه. وكانت 
الدالة R٠+۴‏ :م محددة بالدستور لإ=× = (لب»)م. فإن المعادلة التفاضلية هنا هي 004000 . التي 
تكتب عادة بالشكل 0و لاك . 


لتأخذ المعادلة التفاضلية الأخيرة بر د . تقول عن الدالة8 + © : © إنها حل للمعادلة بر ےل 


إذا كانت © قابلة للاشتقاق على ءوتحقق المعادلة («)©» = (×) “® أيا كان × من 8 . ونعروف بصورة مماثلة حل 
المعادلة التفاضلية العامة . إن موضوع وجود حلول معادلة تفاضلية معيئة ة أمر يدرس بالتفصيل في مقرر المعادلات التفاضلية . 
ولن نتطرق إليه في هذه العجالة . وفما يتعلق با معادلات التفاضلية التي سنوردها في بندنا هذا . فإنه يبرهن على وجود حلول 
غير صفرية ها . الأمر الذي بمكن التحقق منه بالرجوع إلى أي كتاب في نظرية المعادلات التفاضلية . 


- تعريض ( الدالة الأسية) 
نعرّف الدالة الأسية . بأنها ذلك الحل ۴ + 8 : © للمعادلة التفاضلية 
)6( للك 


الذي يمقق الشرط ‏ 1 = (۵)0. 


المفاضلة 5031 


سنبين الآن أن حل هذه المعادلة (الموجود ! ) » والذي يحقق الشرط 1 = (0)0 وحيد . لنفترض أن ,© حلان 
للمعادلة («) يحمقان الشرط الوارد في التعريف . وليكن به _ × . عندئذ تكون الدالة × قابلة للاشتقاق على 
© . وتحقق المعادلة 0)* = 3*')0 . أياكان × من ۴ .كا يكون0 - (0) ×. سنبين الآن أن 0 = 00) × ابا کان 
× من 8 . إن هذه الحقيقة تشكل حالة خاصة من النظرية التالية . 


۲ - نظرية 


لتكن × دالة حقيقية ساحتها ۴ و قابلة للاشتقاق على ۸ . وتحقق المعادلة التفاضلية )×= 0)'× ١‏ أيا 
كان × من ۴ . فإذاكان0 = و) *. من أجل نقطة ما ء » فإن0 = 0)*. أباكان × من 7 


البرهان 
لنفترض مؤقتاً أن نة نقطة 4 . يحيث 4#*0) * ٠‏ ولنرمز ب ۴ للدالة + ۴:8 الحددة بالدستور 
«-20) × )× = )۴ . إن ۴ قابلة للاشتقاق على © . كا أن 

۴)») = - )عا‎ X (2d - ×) + X' (%) X ) 2-9 = 0 


لذا . فإن الدالة ثابتة . الأمر الذي يترتب عليه أن #0 ((0)×) = (۴)۵ = ۴)١0‏ . وبوجه خاص»تجد أن أنه 
عندما »-* فيكون ‏ 0غوقن-20) × 9)× + وهذا يناقض افتراضنا بأن 0 = )× . لذا . فان 0 = 80) ×. 
أيا کان × من ۸ .» 


نستنتج من (837./ا) أن المعادلة ( ١‏ ) تعين دالة أسية وحيدة . سترمز لها ب ط×٠‏ : كا سترمز لقيمة هذه الدالة في 
النقطة × بالشكل 5060© » أوب ×ميم. 


يترتب مباشرة على تعريف الدالة الأسية بالمعادلة التفاضلية ( ) أن ص×ه قابلة للاشتقاق من جميع المرانب على 
.R‏ أي آنا تنتمي إلى الصف ©© على 17 (#1./) . وأن (expx) = expX‏ ك2 أيا كان × من ۴ . وايا كان 


العدد الطبيعى 8 . 


۷,۳ نظرية 
ایا کان و×,:× من © . فإن 


exp(x,) eXP(X,) = exp(X, + X,) 


Y۲‏ المدخل الى التحليل الرياضي 
الرهان 


لتأخذ الدالة © + :× المحددة بالدستور 
xX (x,) = exp(x, ) exp(X,) = exp(X, + X,)‏ 
بافتراض × عددا حقيقيا مثبتا ما . من الواضح أن × قابلة للاشتقاق على © . وأن 


x (xı) = exp' (x) exp(x,) - exp’ (x, + x) = exp(x, ( )مه‎ ( = exP(X, + x) = X (xı) 


فإذا أضفنا إلى ذلك أن0 = 0) *. فإننا نجد اعادا على (17.01) أن0 - (»)×۔ أياكان ,× من © . ولاكان يد 


عددا حقيقياً اختيارياً . فاننا نستنتج صحة نظريتنا . . 
2 7 
-_ نتيجة 


يترتب على النظرية )۷.٠۳(‏ ما بلي : 
)١(‏ ايا كان العدد الحقيق × . فإن 
exp(x)exp(— x) = exp(0) = 1‏ 
(۲) أيا كانت الأعداد الحقيقية ,,...,,* . فإننا جد (باستخدام الاستقراء الرياضي) أن 
eXP(X, +... +X”)‏ = ) ,)م eXxPp(X,)...‏ 
ونجد بوجه حاص . أنه إذاكان × عدداً حقيقياً . و ۾ عددا طبيعيا ما . فإن 


(expX)” = exp(nx) 


٥‏ نظرية 
»( أبائكان × من © . فإن 0 <×م×e.‏ 
(۲) الدالة م6 متزايدة ماما في ,R‏ 


(۴) أياكان × من © . فإن ×+1 <×م× . والشرط اللازم والكافي كي نحل مساواة -( محل 
أن يكون 0=× . 


.[0, + إن مدى الدالة معرع هو ]م‎ )٤( 


.limexpx=0 .و‎ lim expx = +0 إن‎ (0) 


0250 


TIT المفاضلة‎ 


البرهان 


لما كانت الدالة م»© . قابلة للاشتقاق على ۸ . فإنها مستمرة على © . واستناذا إلى (87./) . نرى أنه لما 
كان 0-1+0م»ه . فلا بمكن أن تأخذ م»»القيمة 0 في أبة نقطة × من © . وبا أن 1<0 -0م»© . فإله 
يترتب على نظرية القيمة المتوسطة (؟5.1) أن 0<*«م»ع . أباكان العدد الحقيق × . وبذا يم اثبات (ا) . 


أما (1) فتنتج من النظرية )۷.۲۹١(‏ . إذا لاحظنا أن 0 < 8)م© = (805© . وللتحقق من صحة الدعوى 
(۳) . نعرّف الدالة + ۴:۴ الحددة بالدستور «-60-1م» - (»)؟ . إن ؟ دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق 
على .يا أن 6-1م»»-70 . وجا أن × متزايدة تماما في 8 . و0-1م»© . فإننا نستنتج أن 
0 >3 . أياكان العدد السألب × . وأن 0< ۴)۸ أياكان العدد الموجب × . لذا . فإننا نجد بالرجوع ثانية إلى 
النظربة (۷.۲۹۱) أن ؟ متناقصة تماما في [0,- [ء ومتزايدة تماما في ]+ ,0 ] . ولاكان ۴0(=0 . فإننا نستنتج 
أن 0<0 أياكان × من © . وأن الشرط اللازم والكافي كى تقوم مساواة بين الطرفين . هو أن يكون 0=×. 
وبذا یم إثبات (۳) . ۰ 


لنتتقل الآن إلى بيان صحة (5) . لما كانت الدالة مع مستمرة على © . فإننا نجد استناداً إلى النظريتين 
(195.ه) وزهلاب) أن مدى سبع محال . ويبين الشق )١(‏ أن هذا المحال محتوى في ٥]‏ +,0[ . نلاحظ أن قے 
الدالة م« يكن أن تأخذ قيماً كبيرة بقدر ما نشاء استنادا إلى الشق (۴) . كا أن ق هذه الدالة بمكن أن تأخذ قها 
صغيرة موجبة بقدر ما نشاء . استنادا إلى الشق )١(‏ من (7/.64) . الأمر الذي جعل من مدى 6*8 مساويا +٠0]‏ ,0[ 


اما النباية الأولى في (ه) فتنتج مباشرة من () . في حين أن النهاية الثانية ناتجة من )١(‏ ومن الشق )١(‏ للنتيجة 
(54هة.لا). 


لنتتقل الآن إلى الدوال اللوغاريتمية . 


65 - تعريض ( الدالة اللوغاريتمية ) 


تعرّف الدالة اللوغاريتمية » التى نرهز لها ب 108»على أنها الدالة العكسية للدالة × . ولا كانت مع 
متزايدة تماما في (هه,/) » فإن الدالة العكسية بمه10 موجودة (1,94991). 


/اه./- نظرية 


log1=0 إن ساحة الدالة 108 هي ]+ ,0[ءومداھا  . و‎ )١( 


(۲) الدالة 0168 متزايدة تماما في ]+ ,0[ 


۲٤‏ المدخعل الى التحليل الرياضي 


رمم إن الدالة 198 قابلة للإشتقاق على ]+ ,0[ : كا أنه أيا كان العدد الموجب × » فإن 


1 1 الام حر عو‎ ia oe 
8) = + 08x) = 2 


)٤(‏ أيا كان العدد الموجب × ٠‏ فإن 1-* >×8ه!1 » والشرط اللازم والكاني كي تحل مساواة بين الطرفين 
رمحل > )۰ هوأنيكون 1=×. 


الرهان 


ما أن ساحة ومدى × . هما ۲۴ و ]+ ,0[ على الترتيب (هه,/ا) . فإن ساحة ومدى الدالة العكسية 
8 . هما علي الترتيب ]ت + ,0و (4945”را) . ولا کان 0-1مه . فإن 1٥81=0‏ . وبذا بم إثبات (۱) . 
أما (۲) فناتج مباشرة عن النظرية (۳۹۹۹۲ر١)‏ . 


أما كون الدالة ۴+ ]مه +,198:10 قابلة للاشتقاق في كل نقطة من ] +,10. فناتج عن الشق (۳) من النظرية 
(147.) . الذي يقرركذلك أنه أياكانت النقطة لر من ۴ . فإن 

١ E: اكاك‎ 

(log) (expy) = TET 

فإذا رمزنا ل لام« ب × »,لاحظنا أن exp')y( - exp‏ . فإننا يجد أن = (dog)‏ » أي مدن همف 


ويتم التوصل إلى الدستور الذي بعطي 10820) كك بالاستقراء . 


وأما الشق (4) من نظريتنا فينتج رأسا من الشق (©) في النظربة (8./ا) . 


۸ نظرية 


أيا كان العددان الحقيقيان الموجبان ,«.,* . فإن 


log(x,x,) = logx, + رلاعه1‎ 


البرهان 


إذاكان دلا = :108 ر إلا = اهما . فإن ولام)© = رلا و الام»ع = x,‏ لذا نجد وفق )۷.٥۳(‏ 


log (x,x, ) = log (exp Yy,.exp Y,) = log[ exp (y, +y, ) [ 


المفاضلة لقف 


ولاكانت الدالتان م»© و هه! عكسيتين › فإننا نجد أن 


108 + ,ه10 = ولا+ رلا = .log(X,X,)‏ ® 


4,/ا ‏ نتيجة 


يترتب على النظرية (7,88) ما بلي : 
)١(‏ أياكان العدد الحقيقي الموجب × ٠‏ فإن 
logx+log(1/x) = log1 = 0‏ 
(۲) أيا كانت الأعداد الحقيقية الموجبة م*,.. .,وا.,* . فإننا نجد ( باستخدام الاستقراء الرياضي) . 
,ه10 + ...+ l08(X,X...X, ) = logx, +lOgX,‏ 
ونجد بوجه خاص أنه إذاكان × عددا حقيقيا ما . و 8 عددا طبيعيا . فإن 


log(x" ( = nlogx 


1 -تعريف (دالة القوة) 


ليكن ‏ عددا حقيقياً موجبا . تعرف دالة قوة ج بأنها الدالة + 8: ,۴ المحددة بالدستور 
f,(x) = exp(xloga)‏ 
لنفترض × عدداً عاديا ما . وليكن = حیث ۳,۵ عددين صحیحین(۸#0). عندئذ نلاحظ أن 
(f.(%))" = (exp(® loga))"‏ 
(وقق(٤٥.۷)) exp(m loga),‏ = 


= (exp(loga) )” وفق(۷.9۹))‎ ( 


= 8" 


E ri 
وبالتالي . فإننا نجد أن ١ه *( ")= (۳), 7 2 . إن هذا يبرر لنا الرمز لدالة قوة ه ب *8. وهكذا . قإننا‎ 


(0) نفترض في القارىء هنا معرفته للقوة أ للعدد × حيث × عدد موجب و ؛ عدد عادي . 


۳ الدخل الى التحليل الرياضي 


نعف *ة على أنه 


رع a" = exp(xloga) (x€‏ 
فإذا رمزنا للعدد 1م ب » . فإن 0 e<‏ کا يكون 
expX = e“‏ 
ونترك للقارىء التحقق من أن 


e = a" loga 


. ۲ ملاحظة 


علينا عدم الخلط بين القوة × للعدد (الموجب) 3 . وهو قيمة دالة قوة 8 في النقطة × . أي *4 »وبين القوة ۾ 


للعدد (الموجب) × وهی عدد نرمز له ب “<ء ويعرف بالدستور التالي 


x* - exp( alogx) (xeR’) 


چو ا چچ ے 3 ومين 4 
aK‏ = چ exp(alogx) .Z =x‏ = ) 5 


سنورد الآن دالتين جديدتين . تعرّفان بدلالة الدالة الأسية,هما الدالتان الزائديتان . 


۳ -تعریف ( الدالتين الزائديتين) 


نعف الحيب الزائ جيب القام الزائدي“اللذين نرمز ها على الترتيب اء و اء . على أنهما دالتان تحدّدان 
تعر ب الرائدي وجيب اهام الزائدي'اللدين نرمز ها على المرتيب ی 


بالدستورين 


chx = (er +e*( و‎ shx = (e -e*( 


4 - نتائج 


يترتب على التعريف )۷.٥۹۴(‏ مباشرة أن ساحة كل من الدالتين 8 و © هي © . وأن الدالة ٠١‏ زوجية“والدالة 
5 فردية . وأن هما مشتقات من جميع المراتب على 8 (أي أنهم| تتتميان الى الصف ©© على 8 ) . وأن 


4 5 (= 
“qx Sh x) =ch x و‎ 7 (ch x)=sh x 


Y۷ المفاصلة‎ 


يترتب كذلك على التعريف (8#ه,/) و(۴٥,۷)‏ أنه أياكان العددان الحقيقيان,* , ,»ده فان 

sh(x, + x;) = shx, chx, + chx, sh Xx; 

ch(x, +X,) = chx, chx, + sh x, shX, 
وبوجه حاص » فأیا کان العدد الحقيقي × يكون‎ 

ch?x—sh’x =1 

نلاحظ أن الدالة 58 متزايدة تماما ومداها ۸ » وبالتالي فلها دالة عكسية » رمز هما ب 55 هكة ساحتها ومداها ۴ . 
أما الدالة 8© . فليست كذلك » إلا أننا إذا أخذنا مقصور هذه الدالة على ]+ ,0] » فإن هذا المقصور متزايد تماما في 
]© +:0] . وبالتالي فله دالة عكسية . ستزمز لمقصور اه على ]+ ,0]ب 8©ء ولدالته العكسية 2ه هه » حيث 


يشير الحرف الكبير 4 إلى أن كش ليس بالدالة العكسية ل 8© بل لمقصور 2© . ومن الواضح » أن ساحة 
Arg ch‏ الخال ]»+,1]. ومداه | +,0] , 


ونترك للقارىء الت التحقو من أن 
log (x+Vx*-1)‏ = «اطء ونث , (7<2+1 +: ) هه! = arg sh x‏ 


وأن الدالة عة قابلة للاشتقاق على ساحتها كلها » وأن الدالة ه58 قابلة للاشتقاق في كل نقطة من مداها 
باستثناء النقطة ٠1‏ . وأن 


d 1 d 1 
= (argshx) = 26 x)= 
( 8 ) 1 ۴ (Arg ch ) EE 


1 


۷,۹١ '‏ تعريف (الدوال المثلثاتية) 
نعف دالة الحيب » بأنها ذلك الحل ۴ + ۴ : © للمعادلة التفاضلية 
0 لف 


الذي يحقق الشرطين 1 = (0) © , 0 = (0)© ٠‏ ونعرّف دالة جيب القام » بأنها مشتق دالة الحيب . 


سنبين الآن أن حل المعادلة (») ( الذي نقبل بوجوده) » والذي يحقق الشرطين السابقين وحيد ( الأمر الذي يترتب 
عليه بالطبع أن دالة جيب العام تتعين بصورة وحيدة بالشرطين المذكورين) . 


۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


نعو مجه بج سه ره ؛ بحققان الشرطين الواردين في التعريف » وليكن 0-۷ =×ءعندئذ » 
يوجد للدالة × مشتق أول وه مشتق ثان على اعكيا يكون 0 = (0) '*” = (0) × . 0 = (×) < + (») "× . أياكان 


× من ۸ . ولإثبات وحدانية حل المعادلة (ه) علينا البرهان بأن 0 = () × أياكان × من 2 , الأمر الذي يُستخلص 
من النظرية التالية . 


- نظرية 


لتكن × دالة حقيقية ساحتها ۸ . هما مشتق أول ومشتق ثان على 08 وتحقق المعادلة التفاضلية 
0 = (×)× +() "× أياكان × من ۴ » وليكن 0= (0) '× = (0) × . عندئذء لا بد أن يكون 0 = 2)0 : 


أيا کان × من ۴. 
البرهان : 
لتأخذ الدالة الحقيقية '* +2« = ۴ . من الواضح » أن ۴ قابلة للاشتقاق في كل نقطة × من ۸ » وأن 


۴)0 = 27007“ 0 + 22 0 X" )( = 2)0 X )0-2' 009 = 0 


وبالتالي » فان + تحقق شروط النظرية (۷,۲۹).» حيث 1-8. إذن ۴ دالة ثابتة . ولا كان ۴)0(=0ء فإن 
10-0 » اياكان × من “8 . ولا کان المقداران*((×) ') و((×) ×) حقیقیین وغير سالبين » فإن0 - (:)*. أياكان 
»× من 2م 


تدل هذه النظرية على أن (7,048) يعرّف دالة جيب » ودالة جيب تمام بشكل وحيد » وسترمز لها ب 


هذه و ئه على التوالي . 
۷ - نتائج 

يترتب مباشرة على التعريف (948ه ,۷) أن ساحة الدالة هذه هي R‏ و cos Xùİ, « sin0=0‏ = =× میگ 
أيا كان × من ۸ . ولإيحاد مشتق الدالة ومع (الي ساحتها 2 أبضاً) نلاحظ أن 


(osx) 5 إلى‎ gsinx)] 5 («منه) وق‎ = -sinx 
° 


وذلك من تعريف الدالة 518 بالمعادلة () . ويبين الدستوران هذان » أن لكر من الدالتين «iوsەء‏ مشتقات من 
جميع المراتب » (أي أنهما تتتميان إلى © على 8) . 


IN المغاضلة‎ 


۸ --_ نظرية 
الدالة 518 فردية . والدالة 05© زوجية . 


البرهان 


لنعرف الدالة © + ۸ : × المحددة بالدستور(»- )مأو + “هلو = ()< _ عندئذ يكون 
x' (x) = cosx—co =X) , x" (x) = -sinx-sinl( - 0 = - X (X)‏ 


فإذا أضفنا إلى المعادلة 0 = 0) ×+ 0)” * الناتجة 0 = (0)' × = (0)×ء وجدنا أن0 = 0)* أيا كان × من ۸ 
rar ay‏ 
(۷.04٦)‏ 5 الامر الذي ينتج عنه ايضا ان0 = (%) ۰X‏ ايا کان × من R‏ 5 وهو المطلوب . » 


۷,۹ نظرية 


أيا كان العددان الحقيقيان × × . فإن 
COS X, SiN X,‏ + ين X, COS‏ ملو = X,)‏ + ,ع ) رزو 
SÎN X, SÎN X,‏ - يلا cOS(X, + X) = COS X, COS‏ 
وبوجه خاص . فأياكان العدد الحقيق × . فإن 
cos?x +sin x= 1‏ 


(الأمر الذي ينتج عنه أن مد کل من sin‏ و gacos‏ ]1+,1-[(. 
الرهان 


لنأذ الدالة © + 8 : × المحددة بالدستور 
COS X, SİN X,‏ — رلا sin X, COS‏ — لي + X (x,) = sin(x,‏ 
بافتراض × آي عدد حقيق مقت عندد. يكون 
X '(x,) = cos(Xx, + Xx, ) - COS X, COS X, + Sin X, SÎN X,‏ 
sin X, COSX, + ©05 X, Sin X = — X (x, )‏ + ( رك + —sin(x,‏ 7081 


فإذا الاحظنا فضلاً عن ذلك أن0 = (0)' × = (0)×. فإنه يترتب على النظرية )۷.٥4٩(‏ أن0 = (,»)×. أياكان ,× 
من 8 الأمر الذي نتج عنه أيضاً أذه - ا أياكان ,* من 8 . ولاکان يا أي عدد حقيٍ . فإننا نكون قد 
اثبتنا المساواتين الاوليين من النظرية . اما المساواة الأخيرة في نص النظرية . فنترك التحقق منها للقارىء . م 


۳۰ المدخل الى التحليل الرياضي 
سنورد الآن نظرية هامة دون برهان . 
۱ نظرية : 
يوجد عدد حقيقي موجب ء نرمز له ب * تصح معه الدعاوى التالية : 
)١(‏ أياكان العدد الحقيق × . فإن 


COSX 5 cos(x+3-) = SAX‏ = )مه 


(۲) إن كلا من 0,6©05أة دالة دورية دورها > . وهذا بعني أن 2 هو أصغر عدد موجب يحقق 
المساواتين 
2r) = 051‏ +<) 605 و sinx‏ ع sin(x + 2r)‏ 


أيا کان العدد الحقيقي × 


. الدالة هله مترايدة تماما في[ + , ك-] ومتناقصة ماما في ا1‎ )٣( 
كل )ملو ,1 = كملة.‎ = 1= si) , sinO = 0 = sinr (© 


(ه) الدالة 05© متزايدة تماما في [۸,0-] » ومتناقصة تماما في [0,5] 


6050 = 1, cosr = —1 = ©05)-( , cost) =0= cos(- 3) (22 


49 إن لكل من الدالتين 5 ,8أ5 » ومقصور ٣اک‏ على 51 -] »> ومقصور 05© على [0,7] 
مدى واحدا هو[1 1 -]. 


إن الدالة ها ليست متباينة . وبالتالي ليس ها دالة عكسية . بيد أنه » إذا أخذنا مقصور هذه الدالة على محال 
تكون فيه متزايدة تماما أو متناقصة تماما » فإن المقصور هذا له دالة عكسية . ولااكانت هف متزايدة تماما في 
ع ٠‏ فإننا ناخذ مقصور هذه على [55-] » الذي نرمز له ب 518 ( 8 حرف كبير) » وسترمز للدالة 
العكسية هذه الدالة ب هذةعتته . ويبين الشق (۷) من النظرية السابقة بأن ساحة «اوء ته » هي [1,1-]» ومداها 
51 5] . واستنادا إلى (۷,۲۹۲)ءنرى أن الدالة ماوءعه مستمرة ومتزايدة تماما على [11-] » كا أنها قابلة 


۳١ المفاضلة‎ 


للاشتقاق في كل نقطة × من ]1-11[ » ومشتقها يعطى بالدستور 


(Arcsin) (siny) = dJ 


cos y 


فإذا رمزنا ب × ل رصنو . فإن3«-1/ = لاومهء. ونجدمالتالي أن: 


(1>>1-) علس Aresinx)‏ )ل 


هذا . ونجد نتائج ممائلة تعلق بالدالة كه . فإذا أخذنا الحال [,0] . الذي تتزايد فيه الدالة 5م» تماما 
فإننا نزمز لمقصور 605 على [0,5] ب 05© ( © حرف كبير) » كا نرمز للدالة العكسية ب ه١٣4‏ . ومن السهل 
التحقق بأن ساحة ۶ هي [1.!-]ء ومداها [0,5] . وأن ء0٠٣‏ مستمرة ومتزايدة تماما على [1,1-] + 
وأنها قابلة للاشتقاق في كل نقطة من ]1,1-[ ٠‏ ومشتقها يعطى بالدستور 


. 4 5 
خ‎ Arccosx) = ET 


هذا » ونترك للقارىء التحقق من أنه أيا كان × من [1,1-] ٠‏ فإن 


Arcsinx + ArcCCOSX = 3‏ . 
ونشير احيرا إلى ان خحواص الدوال 
85 ديو ,ددهيو مهموي هله - وو 
cos sin cos sin‏ 


تنتج من خحواص الدالتين sin , cos‏ > إلا اننا لن ندخل في التفاصيل . 


Y۲‏ المدخل الى التحليل الرياضي 
تمارين 


سنفترض ني التمارين التالية جميعاً أن الدوال الواردة فيها »> هي دوال حقيقية لمتغير حقيقى ما لم 


تنص على خلاف ذلك . 
المشتق 
(۱—۷) 
لتكن ع ,ج , ۴١‏ , ,۴ أربع دوال قابلة للاشتقاق على ]ط,[ . ولنعرف الدالة م بالمعين (المحدد) التالي : 
f(x) f(0)‏ 
= (x)ب‏ 
(«)يع 8(x)‏ 


)١(‏ بين أن © قابلة للاشتقاق على ]0ء[ . وأن 


لكك 1,0 09م f00‏ 


8(X) gı) g(x)‏ )ع 


ظ = (×) ب 


(؟) هل بمكنك التوصل الى تعمم هذه النتيجة على دالة محددة بمعين من المرتبة م ؟ 


)—۷( 

نقول عن دالة ۴ ساحتا 5 إنها فردية : إذا تحقق الشرطان التاليان : 
(1) س إذا کان 65 . فإن 65*-.  )۲(‏ أن يكون 100 =(×-)؟ء أيا کان × من 5 . ونقول عن إا 
زوجية . إذا تحقق الشرطان التاليان :  )١(‏ إذاكان 5ع ؛ فإن 5 © -. (۲) أن يكون 100 -(-)5 . أيا 
كان × من 5 . برهن أنه إذاكانت ؟ فردية . فان ۴ زوجية . وأنه إذاكانت ؟ زوجية . فإن ۴ فردية . هل من 
الممكن أن تكون '؟ فردية أو زوجية عندما تكون ؟ لا فردية ولا زوجية ؟ 


افيد 
نقول عن دالة ؟ . ساحتبها 5 انها دورية . إذا تحقق الشرطان التاليان : 
(۱) أن يوجد عدد حقيق ۸ ( يدعى دور ۴ ) . بحيث أنه إذاكان 5ع« › فإن ۸€8+× و 465-«, 
(۲) أن يكون (۵+×)۴ = 10 . أياكان × من 5 . برعنأنه إذا كانت للمشتقدورية . فان ۴ دورية 
كذلك . وإذاكان دور ۴ هو + . فهل من الضروري أن يكون ۸ دوراً للمشتق ۴ كذلك ؟ 


Yr المفاضلة‎ 


(4—۷) 
إذاكان ۸+× = (×)؟» حيث 1 عدد حقيق ما » وكانت 8 دالة حقيقية ساحتها 82 ٠‏ بحيث «fog = gof‏ 
فبرهن عندئذ أن “8 دالة دورية . 


)٥—-۷( 
» ليكن » عدداً حقيقياً غير صفري . بين أن الشرط اللازم والكافي كي يوجد للدالة ۴ه مشتق في النقطة م×‎ 
. × هو أن يوجد للدالة ۴ مشنق في‎ 


(۷—) 
أورد دالة ؟ غير قابلة للاشتقاق في نقطة »× من ساحتها » في حين تقبل الدالة *۴ مشتقاً في هذه النقطة . 


(۷—۷) 
أورد دالة مستمرة على ۴۸ ٠‏ وغير قابلة للاشتقاق على محموعة جزئية غير منتيية من ۴ . 


م 


برهن على صحة نظرية لاببنتر #نهطفمة التالية : إذاكانت 6,8 دالتين قابلتين للاشتقاق ه مرّة في النقطة 
× فإن 68 قابلة للاشتقاق 8 مرّة في × ويكون 


(fg) <” (x) = 5 (f) 6*+ (xo) g&”*° (xo) 
نا‎ 


4-6 
لتكن ۴ دالة على حال مفتوح 1 .برهن أنه إذاكانت ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة × من 1 .. فإن 


“1 _ u f(xg+h) =f (xg) 
e د‎ 


أورد مثالاً معاكساً يبين أن النباية 
lim f(xy+ h) f (x,—h)‏ 
2h‏ 


+ ممم 


قد تكون موجودة دون أن تكون ۴ قابلة للاشتقاق في × . 


۳٤‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


(ESN) 
إنها تحقق شرط ليبشتر اعم في النقطة غ من 1 . إذا وجد‎ ٠ 1= [9,5] ساحتها‎ I 
عدد حقيني موجب 234 . ووجد جوار (284,4 ۰ بحيث أن‎ 


|f()-f(E)| > M|x-—ë|‏ > (ن,ةّ )لاع 


برهن أنه إذاكان المشتق (4)م موجودا . فإن ؟ تحقق شرط ليبشترفي £ . 


خواص الدوال القابلة للاشتقاق 
)0١-0‏ 
بين أن دستور نظرية القيمة الوسطى (۷,۲۳) يمكن أن يكتب على الشكل 
f'(x+@ h) (0< @ <1)‏ لالظ ا 


عين ©كدالة ل ,× في الحالتين التاليتين , 
TER s,s (ii) f(x) = x?‏ () 


إذا افترضنا 0× . فأوجد في كل من هاتين الحالتين © صا 
مسر 


فك 
لتكن ؟ دالة قابلة للاشتقاق على حال المفتوح 1 ٠‏ ولنفترض أن النهاية ۴)۸ زا موجودة في نقطة × من 
1 . بين أن قيمة هذه اللهاية » لا بد وان تكون (ي»)۴. 


:2)١"- 0‏ 
لتكن ۴ دالة مستمرة على محال المفتوح 1 ٠‏ وقابلة للإشتقاق على 1 . ربا باستثناء النقطة × من 1 . فإذا 
كانت النهاية )( lim f‏ موجودة وتساوي 8 › ف أن )اق وان تكون موجودة وتاوي 4 . 


)٤—۷( 
وأن ۴)0(=0 . وأن ۴ قابلة للاشتقاق في كل نقطة من‎ ٠ ]0:1[ لنفترض أن * دالة مستمرة على‎ 
برهن على أنه إذاكانت ۴ دالة متزايدة في ]0,1[ > فلا بد أن تكو نكذلك الدالة 8 المحددة بالمعادلة‎ . 210:1] 


هذ- م 


o المفاضلة‎ 


(الاب قاع 
لتكن ۴ دالة قابلة للاشتقاق على ]اء[ ولتكن ]3,5[» م* . لنورد الشرط التالي : يقاب لكل عدد موجب 
٤‏ كرة مفتوحة (20)*.,4 » نصف قطرها 4 يتبع ٤‏ فقط دون × ء بحيث أنه . إذاكان 0')*.,4اع* ٠‏ فإن 


>| له ؛ - | 

م - كا 

برهن أنه إذا تحقتق هذا الشرط على جميع نقاط ]ط.ة[ : فلا بد ان تكون ۴ مستمرة على ]طءة[ 
(۱۹—۷) 


لتكن ۴ دالة ساحتا ۴ تحقق الشرط *(ا-) > | (1)9- )۴| أيا كان العددان الحقيقيان [,* . 
بين أن ۴ دالة ثابتة . 


لال 


0ك وفع وى وك 
n 2‏ 


فثمة نقطة (واحدة على الأقل) × تنتمي إلى ]0,1[ ٠‏ بحيث يكون 
0 ع 5+8 +a 3+... +a,‏ ثلزية 
م 
لتكن ؟ دالة قابلة للاشتقاق من المرتبة الثانية على ]:4[ . استخدم قاعدة لوبيتال لإثبات أن : 


مط -ع) ؛ + 0 21 - رط كلكا f (x) = ıim‏ 
h?‏ مم 


۳۹ المدخعل الى التحليل الرباضي 


نظرية تايلور 


)١4-5( 

لتكن 1 دالة حقيقية قابلة للاشتقاق 2+1 مرة على الحال المفتوح 1« ولتكن طرة نقطتين من 1 7 لنفترض 
ب ١‏ © دالتين مستمرتين على [ط,ة] ٠‏ وقابلتين للاشتقاق على ]3,5[ » ولنفترض أنه أيا كان ,»د من 
)هل ٠.‏ حيث * كلا >3 . فإن المعين (المحدد) 


(ر) "لا )y(‏ ۵ 
#0 


%(x) (x) 


(۱) برهن أنه إذا كانت ۴ دالة مستمرة على [8,5] ( حيث 8>*>6 ) وقابلة للاشتقاق على 
]×3[ » فثمة عدد © من ]×[ . نحيث يكون المعين 


F(0 ٠») ¥ و‎ 
F(a ®(a Y¥(a = 0 
ومس‎ ®0) ¥» 


(استخدم هنا نظرية رول) . 
(۲) لنأخذ من أجل اءحيث >> » الدالة 
عنعن FED‏ - وم = F(0‏ 
#=o Kk!‏ 


بين أن ۴ مستمرة على [2,5] ٠‏ وقابلة للاشتقاق على ]اء[ » وأن 
F(t) =X) fr» )(‏ 
n!‏ 


أثبت بعد ذلك أن ثمة عدداً © من ]×4[ ۰ بحيث يكون 


| ۵(4 (a) 
کے پک‎ ___ e e 
n! 
۵)9 “ب‎ )c( 


®(x) YW (x) 


YY المفاضلة‎ 


(۴) إذا رمزنا للطرف الأيمن من المساواة الأخيرة ب (3.) .۸۸ (الذي يسمى بالباقي ): فأثبت أنه نجد الدساتير 
التالية ل ب(,),..8 في حدود اختياراتٍ مناسبة للدالتين بره . 


R, دق يږ‎ 0(0 - @ (a) 5 )( (x 9" 8 (3> c< x) 0 


®' (9 n! 
وذلك إذاكان ۵)00 ۰ أياكان + من ]ط,ةل)‎ 
. (يسمى هذا المقدار باقي شلوميلك طعانةاطء5 . اختر هنا ب أي دالة ثابتة غير صفرية)‎ 


(ب) )× <<( مهموي مرو Ra =D‏ 
(يسمى هذا المقدار باتي روش 2056 . اختر هنا في (أ) )×-٤(*‏ =()4› حيث 1+1 > م > 1). 


f )e( 
Rr, (x,a) TT (xa) (a<c< x) (ج)‎ 


(يسمى هذا المقدار باقي لاغرانج aran‏ » وهو الباقي الذي وجدناه في الدستور الذي استنتجناه في 
نظرية تايلور (۷,۳۲) . ضع هنا 8+1-م في (ب)). 


(c)‏ دصممع 


(x-a)(x-e)” (a<c< x) ©‏ _—ے (8 (X,‏ وو 


(يسمى هذا المقدارء باني کوشي لإطءداه© . اخترهنا في (ب) 1 عم ) . 


(ny) 
بين أن كثير حدود تايلور من الدرجة الثالثة للدالة نه في النقطة هو‎ 


ل ما ا 
(ج- a ao‏ 
تحقق من أن الخطأ المرتكب عند اعتبار هذا المقدار تقريباً للدالة هذه لا يتجاوز 


3 


عالت 


- 
4 


۳۴۸ المدخل الى التحليل الرياضي 
التقارب المنتظم والمفاضلة 
"١-0‏ 
لتكن ١6۸۷‏ ,(,) › متوالية من الدوال القابلة للاشتقاق على المحال ]0,1[ > حيث ٩‏ = 1,00 
)١(‏ بين أن المتوالية لا« ,(م 16 تتقارب بانتظام من دالة ع على ]0,1[ 
(۲) أثبت أن المتوالية 80 ©16,(,8 ليست متقاربة . 


(۳) هل عدم تقارب المتوالية 21 ,1م16 يتناقض والنظرية (۲٤,۷)؟‏ إدعم إجابتك بالمبررات الضرورية . 


( ۲۷( 
لنأحذ متوالية الدوال ۸6۸ ,[,؟) الحقيقية على © . حيث بعطى ,۴ بالدستور کم = ۲,09 ٠‏ 
n?xz‏ 
ولتكن ؟ الدالة الثابتة المحددة بالدستور 0= »)۴ ٠‏ أياكان × من © . برهن أن متواليتنا تتقارب بانتظام من الدالة 
۴ على ۴ . وأن 
(0) , ستل 0) f'‏ 
(۳—۷( 
لنأحذ متوالية الدوال ۸6۸ ,(,؟) الحقيقية على ۴ . حيث يعطى ,5 بالدستور 
XxX‏ 55 
nx?‏ +1 0 


. ء ودالة النباية ع للمتوالية 6ل ؟)‎ ).(, ۸6١ أوجد دالة الناية ۴ للمتوالية‎ )١( 


(۲) بين أن الدالة («) 4 موجودة أيا کان × » وآن =g(0)‏ ۴'0 . ما هي قم × الي يكون عندها 
8= ۴ “ . 


[فية ما هي احا ات الحزئية من ۴ 2 الي تتقارب علا {fr},neN‏ من f‏ بانتظام ؟ 


(4) ما هي الحالات الحزئية من ۴ . التي تتقارب عليها ۸6۸ ,(م'؟! من 8. بانتظام ؟ 


Nf المفاضلة‎ 


الدوال الابتدائية 


7 (/ط8-4؟)‎ 
: التي قيمها في النقطة × تعطى بالدساتير التالية‎ ٠ أوجد المشتق من المرتبة 8 لكل من الدوال الآنية‎ 
(i) e cos 2X (iv ) x? sin 3x (vii ) x? log x 
(ii) cos? x زم‎ x» (viii) 2" 


a 5 1 . 5 
(iii) TT (0 (ix) (1+x)e? 


(۲—۷) 
برهن أن 
coş (x sin a + na )‏ 6056م = cos(xsina)]‏ © 205 *¢ أجل 
5-0" 
لتأخذ الدالة الحقيقية .كمي 


)0 العامة هة؛ . هى المجموعة ).< .lxeR:x#(n+ Jr, n = O,*l,*2,.‏ 
»( ات أن مها دالة فردية . وأنها دورية دورها م . 
() برهن أن للدالة هه مشتقات من جميع المراتب في كل نقطة من ساحتها ٠‏ وأن 
5 4 
qx (tan x) = 5622‏ 
)٤(‏ برهن أنه حيث تكون (8+6) مها , طا صا a,‏ مها موجودة > فإن 


tan a +tan b 


GRRE nalanb, 


(ه) بين أن هه متزايدة تماما في ]-3,-5-[. 


. 8 إذا رمزنا ب 588 لمقصور ههه على ]-2, 3 [ » فإن مدى كل من هه و هه يساوي‎ )١( 


° 


المدخخل الى التحليل الر ياضي 


(۷) إذا رمزنا للدالة العكسية ل 1588 ب مهاه » فأثبت أنه أياكان × من ۸ 


d 1 
gg DE 


(8) ما هي قم × التي يكون من أجلها 


Are tan x + Are tan y = Are tan (Ê ( 


٠‏ فإن 


المكاملة 


Integration 


ذكرنا في الفصل السابق أن علم التفاضل برز إل الوجود عند محاولة تعبين ميل اماس نحن في نقطة منه . وقد 
وجدنا وقتنذ أن حل هذه المسألة تم باستئار مفهوم النباية الذي أفردنا له الفصل الرابع من هذا الكتاب. أما نشوء علم 
التكامل » فقد حدث عند التصدي لمسألة هندسية أخرى ٠‏ ألا وهي حساب مساحة الرقعة المستوية الموجودة تحت بيان 
دالة . ورغم أن هذا ٠‏ يبين أن المفاضلة والمكاملة مسألتان مختلفتان تماما . إلا أننا سنرى أن ثمة رباطا وثيقا فما بينهها ٠‏ بحيث 
يمكننا القول بشكل غير دقيق بأن المفاضلة والمكاملة عمليتان متعاكستان . 


وتجدر بنا الإشارة إلى أن تعريفنا للمكاملة في هذا الفصل سيكون ذا صبغة تحليلية صرفة . ولن ينطلق من المفهوم 
اندي الذي وراه > والذي يحل من إمكان تطوير علم التكامل, ويجعل تطبيقاته مقصورة على محالات ضيقة وادودة. 
.كذلك . فإن فكرة التكامل استعملت في بادىء الامر دون تحديد تلك الدوال التي تصلح للمكاملة . وفي الحقيقةءفا 
ته الدالة فوا لم يكن محددا تماما . ويعزى الفضل في أول تعريف دقيق للتكامل إل الرياضي الالماني لكب ران 
Riemann‏ ي أواخر القرن التاسع عشر. ورغم هذا » فإن تعريفنا لتكامل ريمان يختلف عن ذلك ٠‏ الذي جاد به 
ريمان » إلا أنه مكافيء له . ويعود إل داربو ×سهطءه . وهنالك نظريات أخرى ٠‏ تعطي تكاملات لأغاط أخرى من 
الدوال . كنظرية تكامل ستيلجس ©«5]1614[2 . ونظرية تكامل لوبيك عناهدءطع.ة . وسنميز تكاملنا عن التكاملات 
الأخرى بتسميته تكامل ريمان داربو أو اختصاراءتكامل ريمان . 


هذا » وسنفترض أن الدوال المدرجة جميعاً في هذا الفصل دوال حقيقية للمتغير الحقيق؛ما لم ننص على خلاف 
ذلك , 


۲4١ 


4 اللدخل الى التحليل الرياضي 


۱ تكامل ريمان 


The Riemann Integral 


5 تعاريف 


ليكن [3,5] محالا مغلقا محدودا. نقول عن ۶ إنها تجزئة ل [3,5] . إذا كانت 8 محموعة منتبية من 
نقاط [6,ة] تحوي النقطتين طبه . ولا كانت كل محموعة منتبية من الأعداد الحقيقية بم ترتييها تصاعدياً . فإن 
التجزئة ۴ المؤلفة من 8+1 من النقاط مك,. ...,,*,مل؛ يمكن اعتبارها مرتبة بالشكل 8 = ,<> ... > > ملا =4 . 
وهكذا . فإن التجزئر 8 ل [ط,ة] هي المجموعة [«×,...,,× × = ۴ . حيث العناصر × مرتبة بالشكل السابق . 
وعندئذ . يسمى الحال [ب×ر,-»×] = +1 مالا جزئيا ٠‏ للتجزئة ۴ ..حيث <ه,1>عغظ (حيث نستعمل الرمز 
<ظ,1 > للدلالة على الحموعة (1,2,...,8) ) ٠‏ وسنضع موا e‏ د || 

وإذا كانت ۴,۴ تجزئتين ل [5.ة] . فإننا نقول إن ۴۲ تفتیت ل ۴ إذاكان 828 . وعلى سیل 
ل EE CE‏ عع ايده 1 58 KE‏ ايو 
امثال . فإن (2,1, ر, ج ج,0) تفتيت للتجزئة (1, ,10 للمجال [0,1] . وسزمز لمجموعة كل تجزئات 
[طبه] بالرمر [ط,ة]2 ' فثلاً . بكون [2]0,1 3,16 10,1 . لتكن 8+ [ط,ة]:6 دالة محدودة (5.71) 
و۴ تجزئة ل[ط,ه] . فإذا رمزنا ب 9)+3 , )244 للمقدارين 

Mr, (f) = sup{f(x):xel,} و‎ me, (f) = inf{f(x):xe lL, } 


أياكان ٠‏ من <,1> . فإننا نسمي العددين على التوالي 


U(fP)= ع‎ Mr(DIL, | 


=1 


L(fP)= ZX m,(DOll | 
اع‎ 


مجموعي ربمان )٠(‏ الأعلى والأدنى للدالة ؟ بالنسبة للتجزئة ۴ . 


من الواضح . أنه أياكان » من <ه,1> . فإن ٠ ,)9 > M,)9‏ وبالتالي فإن (1,5)نا > (1)۴,۴ ۰ 


(:) بطلق احيانا على هذين المحموعين محموعي داربو الألى والأدنى للدالة م »ذلك ان داريو هو أول من عرّفها . 


المكاملة Er‏ 
وتنظم النظرية التالبة العلاقات التي تربط بين يحموعي ريمان الأعلى والأدنى بالنسبة لتجزئتين مختلفتين ل [3,5] . 


8 نظرية 


٠ 
, 8 لتكن ۸+ [ط,ة]:۴ دالة محدودة . ولنفترض أن ۴,۴ تجزئتین ل [ط,ة] نحيث يكون ۴ تفتينا ل‎ 
عندئذ يكون‎ 


U(f,P’) < U(f,P) (1) 


L(f,P')> L(f,P) (2 


لنفترض ان التفتيت ۴ للتجرئة (,×,...,×م×) = ۴ نحوي نقطة إضافية واحدة © . ولنفترض مثلا ان 
×> > . حيث 1 عدد ما من <هم,1 > . فإذا افترضنا الآن أن 


M' = sup{f(x):x€ [x ,,c]} 7 M’’ = sup{f(x):xe [c,x,]} 


فإننا نرى أن 5N" > M,)9‏ و M:)9‏ > 5 . ويترتب على هذا أن 


M'(c—x,_,) + M"' (x, —c) < 1, ))( | 1| 


M;(F(e-x-,) + M, (F(x, =e)‏ + ايآ )يلد 5 > رامين 
1= 


+ .حم‎ Ml | 


اوا دم 


= ,Z Mell| = U(f,P) 
k=l 


قت اکن أن .وان ۴ . ور بورح .12 الت ةة 
( ووو Ja 245 PU {oes‏ الواضح أن Pc .,.c PP’‏ ميم طءوأن كلا من هذه التجزئات 
وي نقطة إضافية واحدة . إذا ما قورنت بالتجزئة السابقة لها . لذا نجد استنادا إلى ما تقدم أن 
(دت”ط, )نا < U(f,P’) = U(f,P™»)‏ 
U(f,P”™)‏ < 


Gane 


i:‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


éU(fP™) 
< U(f,P) 


1 يتم إثبات المتراجحة )١(‏ . أما المتراجحة (۲) فيتم إثباتها بصورة ماثلة . به 


۳ - نظرية 
لتكن + [5,ة]:؟ دالة محدودة . ولتكن ۴ , ,۴ أي تجزئتين [[ط,3] . عندئذ . لا بد أن يكون 
(رط,؟)نا < لرطركية. 
البرهان 


إذا رمزنا ل ر۴ دارط ب ۴ . فإنط 6ر۴ م ۴ عيم. وبالتالي نجد استنادا إلى (8.11) أن: 
U(f,P)<U(f;P,)‏ و L(f,P,)<L(f,P)‏ 


ولا کنا قد رأینا في )4.1١(‏ أن ,)نا > (1)۴,۴ . فإن النظرية صحيحة . م 


15 نتيجة 


يترتب على النظرية )8,١(‏ أنه . إذاكانت 52+ [ط,ه] :4 دالة محدودة وكان 


M = sup{f(x):xe و ([طبة]‎ m = inf{f(x):xe [a,b] } 


m(b—a) < L(f,P,) < U(f,P,) < M(b-a) (2) 


وذلك أياكانت التجزئتان ۴,۶۴ ل [ط,ة]. 


وتبين هذه النتيجة مباشرة أنكلاً من الحموعتين 
([طبة]2 ,{L(f,P):PE‏ ([طبة]2 {U(f,P):Pe‏ 


لا بد وان تكون محدودة . 


المكاملة 31> 


6- تعريقف 


لتكن 8 [,ة]:؟ دالة محدودة . نعرّف تكاملي ريمان الأعلى والأدنى ل ؟ على [ط,ة]ء اللذين ترمز فا ب 
558 
x‏ و f tax‏ على الترتيبككا بلي : 
—b 3‏ 
fax = inf{U(f,P):Pe P[a,b]}‏ 
([طبة]2 f rax - sup{L(f,P):Pe‏ 


هذا . وإن هذين التكاملين موجودان . لأننا وجدنا في (8.14) . أن المجموعة ([ط,ة]2 ۴٤‏ : (5,؟)لا ) محدودة من 
الأدنى ب (ه-6)ط . والمجموعة ([طرة]2 1),۴(:۴6 ) عدودة من الأعلى ب (واM‏ , 


hy‏ ليا 
ونترك للقارىء . التحقق من أن J fax< f fax‏ 
ونقول عن الدالة 7 [3,5]:؟ . إنها قابلة للمكاملة وقق ريمان على [ط,ة] إذاكان 


<h‏ بذ 
fax = I fax‏ 
وعندئذ . نعرف القيمة المشتركة لتكاملي ران الأعلى والأدنى على أنبا تكامل ريهان على [3,5] . ونرمز هذا التكامل 
بأحد الشكلين التاليين : 


f tx 3 1 f(x) dx 


هذا وسنشير أحياناً إلى كون الدالة ۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان بقولنا إن ۴ « قابلة للمكاملة » »وذلك بقصد 
٠‏ الاختصار. 


85 أمثلة : 
)١(‏ إذاكانت © [,ة]:؟ دالة ثابتة . أي إذا كان نة عدد حقيق م. بحيث » = 40 ١‏ أياكان × من 
[5.ة]) . فن الواضح أنه إذاكانت ۴ أبة تجزئة ل [ط,ة] . فإن 
L(f,P) = U(f,P) = a(b-a)‏ 
وبالتالي فان تكاملي ران الأعلى والأدنى متساويان. لذا . فإن دالتنا قابلة للمكاملة وفق ريمان على 
[ط,ة] . وتكاملها وفق ريمان على [2,5] هو 


J fax = a(b-a) 


4٦‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


0( لعمہ المثال السابق » بأن نفترض الدالة م + [ط,ه] :۴ المحدودة ثابتة على ]اة[ ٠‏ أي أن 
۾ = 80 ع أياكان × من ]ط,ة[ . ستبين الآن أن ۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان على [8:8] » 
بغض النظر عن قيمتي ۴ في طب . وني الحقيقة » ليكن ء عددا موجبا ما أقل من (ة-) وء 
ولتکن ۴ تجزئة ل [8.ة] « بحيث تحوي النقطتين ع-ط a+,‏ ء فإذاكان 

K = max{ IRI , lal , If(b)| } 
فإننا نجد‎ 
U(f,P) = esup{ f(x) :x [ع +3,3] »ع‎ ( + (b—a—2e) sup { f (x) :x e ([ء-ط,ء+3]‎ 
+ esup { f(x) : x € [b—e,b] ( 
>» Ke+a(b-a-—2e)+Ke = a(b—a)+2e(K—a) 
ونجد بصورة ممائلة أن‎ 
L(f,P) > a(b—a) - +ع])ء2‎ »( 
وبالتالي ».فان‎ 


b =b 
a(b-a)-2e(K+a) < ] fdx< J, fax < a(b-a)+2e(K-a) 


ولاكان ع اختيارياً ¿ فإننا نستتتح من هذا أن 


fdx = a(b-a)‏ ع ل[ 


وهذا يعني أن ۴ قابلة للمكاملة على [5,ة] » كا أن 


J fax = «(b-a) 


© لتكن © + [ط,ة] :۴ محددة كالتالي: 


(عندماءيكون × عدداً عادياً) 1 


(عندما يكون * عدداً غير عادي) " 0 1 كد 


ما كان كل محال جزني من [ط,ه] يحتوي على نقاط عادية وغير عادية » فإننا نستنتج أنه أيا كانت التجزئة 8 ل 
[طة] ‏ نجد 


L(f,P)=0 و‎ U(f,P)=b-—a 


المكاملة 34> 


وبالتالي يكون 
ا 
x= b-a‏ / و 0= 
لذا » فإن دالتنا غير قابلة للمكاملة على [طبة] . 


إن تعريفنا لتكامل ربمانءيمكننا من التوصل إلى النظرية التالية التي تحدد السمات المميزة للدوال القابلة للمكاملة وفق 


ريمان . 


۷ نظرية 


الشرط اللازم والكافي كي تكون الدالة ۴ + [ط,3] :۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان على [ط,ة] ٠‏ هو أن تكون 
۴ محدودة على [3,5] ٠‏ وأن يقابل کل عدد موجب »ع تجزئة )۴ل [ط,ة] » بحيث يكون ع > (,8,) .1 - (عط,1)نا. 


البرهان 
لنفترض أولاً أن شرط النظرية محقق . عندئذ » يقابل العددَ الموجب ع تجزئة ل [6.ة] » بحيث يكون 


6 55 
fdx+e‏ ]> + لط ,لاا > انا »عة1 J,‏ 


ولا کان f ra‏ 11 فإننا نجد أن 


0< j rax- f fax<e 


ا 0 siy‏ 
ولا کان هذا صحیحاً . أياكان العدد الموجب ٤ءفاإن‏ ×۴۵ ل - ×۴۵ ر ٠‏ أي أن ۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان 
على [ط,a]‏ . 


وبالعكس . لتكن ۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان على [ط,ه] ٠‏ وليك ء عددا موجباً ما . إذن توجد تجزئتان 
۶ل (إطبة] ٠‏ یٹ يكون 


6 م2 
fax-L(f,P; < (°)‏ ل[ <0 f, fah ٠‏ - لرط,؟)نا >0 
2 = 


ع 5 
فإذاكان ,۴ دارط =۶ . فإن ۴٣‏ تفتيت لکل من رط , ۰۴١‏ ونجد بالتالي : 


4A‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


0< U(f,P.)—L(f,P) 


< U(f,P,)-L(f,P,) ))۸٫١١( (النظرية‎ 


8 0 20 
(لأن ۴ قابلة للمكاملة) ‏ (ر,1)1,8-يجك؟ +ع ي][-(ر,ط,6)نا - 


(وفق (۰) ع> 


لذا فإن شرط النظرية محقق . » 
۸ مثال 


لنأخذ الدالة © + [0,1] :۴ المحددة بالدستور “× = 80 : وليكن ع عدداً موجباءما . لنفترض 8« عدداً 
صحيحاً موجباً . بحيث ل <" . ولنختر التجزئة 7 التي تقسم [0,1] الى 8 من الاقسام المتساوية . لما كانت ؟ 
متزايدة على [0,1] . فإنه أباكان ۸ من <1,5 > نجد 


M, (0) = (E) و‎ m,() = (ky 


لذا . فإن 
U(f,PJ 5 (1 1 2 1‏ 
#زرسين 12ل LÊ 2 a‏ 
رم >8 Fol n n‏ 
إذن 


Uf PJ-L(fPD =Û ZX [k?-(k-1)] ع > دهع‎ 
N“ بع‎ n 


وبالتالي»فإن ۴ تحقق شرط النظرية  )۸,٠۷(‏ الأمر الذي يعني أن ۴ قابلة للمكاملة على [0,1] . 


E۹ المكاملة‎ 


7م - دوال قابلة للمكاملة 


Some Integrable Functions 


ستبين الآن ء أن ثمة أنغاطا معروفة من الدوال » تقبل المكاملة وفق ريمان . وأولى هذه الدوال هي المطردة . 


0 نظرية 


إذاكانت ۴ + [2,6]:؟ دالة مطردة على ساحتها ‏ فإنها قابلة للمكاملة وفق ريمان على [8,6] . 


الرهان 


لتكن ۴ دالة متزايدة على [طءة] (إذن ۴ محدودة) » ولتكن (م,....م) = ۴ تجزئة ل [ط,ة] 
لنفترض ٤‏ عدداً مرج ما ¢ ولك عرو سحيحا رجا 0 انحيث L(-afb)- a)‏ ان لنجر تجزئة Pe‏ 
ل [6ءة] إلى ۾ من الأقسام المنساوية . لما كانت ۴ متزايدة على [طبة] ٠‏ فإنه أياكان » من <ه,1 > . نجد 


M, (f) = f(x) و‎ m, (f) = f(Xrı ) 
لذا فان‎ 
U(t,pJ  طحش‎ 3 و0‎ L(fP,) = شقحط‎ E fou) 
إذن‎ 


Ba Z [f(x )-f(x«.)]‏ ل ط,؟)آ- ل ط,؟)نا 
t=‏ 
b—a b—a‏ 
(f(b) - f(a) |<‏ قح - [(م)1- ).£ 38 
وهذا يعني وفق (۸,۱۷) » أن ۴ قابلة للمكاملة وفق ريمان على [طبة] 


ويم إثبات النظرية في حالة كون ؟ متناقصة بصورة مماثلة . م 


00 المدخل الى التحليل الرياضي 


الم مثال 


لنأحذ الدالة ۴ + [0,1] :۴ المحددة كالتالي : إذاكان × عنصراً من e‏ ,}1 من أجل قيمة للعدد 
الطبيعي 5 » فإن جلو = (۲)۸ . وإذاكان 0=× ؛ فإن 0= ۴)۸ . سنبين أن ۴ متزايدة على [0,1] . ليكن 
× , × عنصرين من [0,1] » بحيث +× > ,ا . فإذاكان0 = × فإن 0‏ :× وبالتالي فهنالك عدد صحيح 


[€ :× » وعندها = (×)۴. إذن يكون : 


موجب 11 ميث اجلو ,للد r‏ 


f(x,) = es = ۴)x( 


لنفترض الآن أن و × عنصران من [0,1] مغايران للصفر: بحيث «« > ,× . إذن ثمة عددان طبيعيان 


1,۳ ء. بحي[ ده لو[ xe‏ و د , چغ × . وعندئذ 6 يكون che x< x< gh‏ وهذا 


2-1-2 2 OTE 


يقتضي المتراجحة 1- يه < به أي ديم JI «nı-1>‏ مر الذي يترتب عليه أن عد ہل أو(« > ( . 


1 
مده MT‏ 
وهكذاء فإن ۴ متزايدة على [0,1] » وبالتالي قابلة للمكاملة على [0,1] . 


وتبين النظرية التالية » أن صف الدوال المستمرة قابلة للمكاملة أبضاً . ورغم قصر البرهان نسبيا » الا أنه يستدعق 
اثنتين من أعقد النظريات الدائرة حول الدوال المستمرة . 


۴۳ نظرية 
إذاكانت ۴ + [ط,ه] :۴ دالة مستمرة على [6,ة] » فإن ۴ قابلة للمكاملة على [طاءة] . 
البرهان 
إن 1 محدودة على [طءة] ٠‏ كا تبين النظرية (5,14) . ولا كانت ؟ منتظمة الاستمرار على [8,5] » 


استناداً إلى نظرية هاين - بوريل ( 7,41) » فإننا نستنتج » أنه يقابل العدد الموجب ع عدد موجب 4 » بحيث يكون 
سبد > (13- 0| أياكان × من [ط,ة] ٠‏ اللذان يحققان الشرط 4 > إلا»| . لنختر العدد الطبيعي 8 ء 


بحيث يكون قط < م » ولتأخذ التجزئة ۲ ل [طة] » التي تقسم [ط,ة] إلى « من الأقسام المتساوية . عندئذ » 


نجد أنه أياكان » من <هرا > : فان حك > |(10-8| ۰ أياكان × من 1 . ولکننا نجد عندئذ أنه 


Y1 المكاملة‎ 


أيا كان م من <41,8>, فإن سكيد > 5:)9- 98)يلة ١‏ الأمر الذي يترتب عليه أن 


U(f,P)-L(f,P) = حم‎ 


2 2 [Mr (f)—m, (f)] 


وهكذا » فإن ۴ تحقق شرطي النظرية (/8,19) . إذن ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة]. « 


سنورد الآن تطبيقاً آخر للنظرية (/8,11) . 


185 نظرية 


لتكن ۲8 + [ط,ه] :۴ دالة محدودة . فإذا كانت جخموعة نقاط انقطاع ۴ محتواة في عدد متته من المحالات ٠‏ 
محموع أطوالها أصغر من عدد موجب اختياري ع ١‏ فإن ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] . 


البرهان 


لیکن ع عددا موجبا ما » ولنختر تجزئة 8 ل [ط,ة] ٠‏ بحيث تكون محمو ع أطوال المحالات الحزئية الحاوية على 
نقاط انقطاع ۴ أقل من ع . لماكانت محدودة على [ط,ه] ٠‏ فهنالك عدد موجب × . بحيث يكون × > |0| 
أيا كان × من [2,6] . وبالتالي » فإن مقدار ما تساهم به الحالات الحزئية الحاوية لنقاط انقطاع ۴ في 
(۴,۴) 1- (۴,۴) ا ء مقدار اصغر من ع2 . اما الحالات الحزئية الاخزى . فإن ۴ مستمرة عليها ؛ وبالتالي 
فإن ۴ قابلة للمكاملة على كل منها (8,7) . ويترتب على هذا , أن بامكاننا إيجاد تفتيت ۴ ل 8 اء بحيث يكون 
M,(0=m,(0 < e‏ في كل من المحالات الحزئية ل ۳ » التي تكون ؟ مستمرة عليها . لذا » فإننا نجد من أجل ؟ على 
[ط٫ھ]‏ أن 

U(f,P’)-L(f,P)< 2Ke+e(b—a) 


الأمر الذي يدل على أن ؟ قابلة للمكاملة على [3,6]. « 


Yor‏ المدخل الى التحليل الرباضي 


- مال‎ ۴٥ 


لتكن ۴ +[۴:]0,1 دالة محددة بالدستور 


(عدما 0> (sink‏ زك 
(عدما ‏ 0-ب»عر ) 0 ا = f(x)‏ 
(عدما 0< (sink‏ ا 


إن مجموعة نقاط انقطاع ؟ هي x:x = ,neN)‏ ) = 5. لیکن ع عددا موجبا ما و عددا طبيعياً 
2 


يقق الشرط <۸ .فلاخ آثة إذاكان « عدداً طبيعيا . حیٹ ۸ <م . فإن > سل وهذا يعني أن 


جميع نقاط انقطاع ۴ باستثناء عدد متته × منهاءموجودة في المحال [ 0] . وإذا أضفنا إلى هذا أن ما تبقى من نقاط 


الانقطاع ذات العدد المنتي يمكن احتوارئها في عدد متته من الحالات الحزئية:جموع أطواها أصغر من . فإننا نستنتج أن 
شرط النظرية (8.54) محقق . وبالتالي فدالتنا ۴ قابلة للمكاملة على [0,1] . 


بترتب على هذه النظرية نتيجتان على درجة كبيرة من الأهمية من الوجهة العملية . 
٥‏ - نتيجة )١(‏ 

إذاكان للدالة المحدودة + [5,ة] :۴ عدد منته من نقاط الانقطاع . فإن ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] . 
۹ مثال 


إن الدالة ‏ + [ط,ه) :۴ المحددة كالتال 


(عندما ‏ 4=»×) ت 
(عندما f)x) = sin x (xe ]a,b[‏ 
(عندما ط-*) V3‏ 


قابلة للمكاملة على [8,5] . 
۷ - نتيجة (۲) 


إذا كانت ؟ دالة حقيقية قابلة للمكاملة على [ط,ة] . وكانت ع دالة محدودة على [طرة] يث أن 
100-809 أياكان × من [3.5] باستثناء عدد منته من نقاط [,ة] . فإن 


J rax = gdx 


Yor المكاملة‎ 


البرهان 


لنأخذ الدالة همح [طرة]:-عج .إن 0-0م)ق-ي ء أياكان × من [طرة] ء باستثناء عدد منته من 
نقاط [3,5] . ليكن ع عددا موجبا ماء ولنختر تجزئة »۴ ل [((,ه] » بحيث يكون للمجالات الحزئية التي تحوي 
العدد المنتي من ن النقاط حيث 8-82)0340) طول كلي اصغر من ع . إن gf‏ محدودة (لأن ع عرد فرضا › و 
f‏ محدودة لكونها قابلة للمكاملة) » أي أن نة عدداً موجباً 1/1 ؛ نحيث يكون 284 >|800-ع) » أياكان × من 
[طية] . لذا فإن 


|U(g-f,P.)|< 2Me و‎ |L(g—f,P.)|< 2Me 


يترتب على هذا أن ۴ع دالة قابلة للمكاملة على [a,b]‏ » وأن 0 = (g-f)dx‏ 1 . 


وهكذا : فإن الدالة 8-8+8ه)-غج . هي محموع دالتين قابلتين للمكاملة على [ط,ة] . واستنادا إلى نظرية لاحقة 
(١#م)‏ » فإن 8 قابلة للمكاملة على [3,5] » كا أن 


ta: = ak‏ ی کے 1 ا 


۸ - مثال 


لنأحذ الدالة المحدودة +[0,3]:ع » والحددة بالدستور : 


A 2 )»#1  امدنع(‎ 
ا = («)ع‎ x-1 
a )*-1  امدنع(‎ 


تسل أن الدالة 72 [0,3]: ۴ المحددة بالدستور (1+*)400-2 مستمرة على [0,1]) ٠‏ وبالتالي فهي قابلة 
للمكاملة على [0,1] . كذلك » فإن 0ع-500 ٠‏ أياكان × من [0,3]) باستثناء النقطة 1-» . لذا فإن 


1 2(2 )ax f 2(x+1) dx 
0 x-1 0 


6 نظرية 


إذاكانت 8+ [ط,ه]:۴ دالة قابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ فإن ۴ قابلة للمكاملة على أي محال جزلي مغلق 
من [2,6ة] . 


of‏ المدخل الى التحليل الرياضي 
الرهان 


ليكن [ط:ة] [6.4]) و ء عدداً موجباً ما . لما كانت ۴ قابلة للمكاملة على [طابة] ٠‏ فإننا نستنتج من 
(۸,۱۷) أن نة تجرئة (مك,...,م! = ۶ ل [طبه] » بحيث يكون ٤‏ > (,5,5)س1- (,5,8)نا . هذاءويمكننا اعتبار 
3ع عنصرين من ع ء ذلك أن إضافة النقطتين 6,4 إلى ۴٤‏ بقلل من الفرق (5,8)سة- ل5,8)ناء 
فإذا افترضنا أن × = ون و .وكان “ˆ 


U 2. Me (f) 11, | 3 LF <2 اعآام)يس‎ 


t=pel 


فإن *آ, *ناهما محموعا ريمان الأدنى والأعلى للدالة ۴ على [هت] . ولا كان M,)9<”,)9‏ أياكان ا من 
<هرا > » فإننا نجد أن 
۹ 


Bs 2 [M, (f)—m, (f)]| 1, |< Z (Mr (=m, (Olle | 
= U(f,P«.)—L(f,P.)< < 


وهذا يعني استنادا إلى (۸,۱۷) : أن ۴ قابلة للمكاملة على [4,]. » 


Yoo المكاملة‎ 


۸۴۳ خواص الدوال القابلة للمكاملة 


Properties of Integrable Functions 


سنورد في هذا البند الخواص الرئيسية لتكامل ربمان » التي تعتمد عليها كثير من حساباتنا المرتبطة بالتكاملات . 


١م‏ < نظرية (خَطيّة تكامل ريمان) 


إذاكانت 5,8 دالتين حقيقيتين معرّفتين وقابلتين للمكاملة على [8,5] » وكان 6,6 غددين حقيقيين : فإن 
الدالة ع8+؟» لا بد وان تكون قابلة للمكاملة على [ط,ة] » كا أن 


f g dx 9‏ مجع ب[ عد عة ومدق 1 


الرهان 

سنعتمد في البرهان على أنه إذاكانت 8 أي تجزئة ل [طبة] » فإننا نجد أباكان ) من <,1 > أن: 
m, (f + g) < m, (f) +m, )8( (i)‏ 5 (ع) M, (f) + M,‏ < (ع M, (f+‏ 
() ( عندما 0<» ) Mı, (af) = aM, (f) ,  mr(ef) = am, (f)‏ 


Mr (af) = am, (f) m, (af) = aM, (f) ) »>0 عندما‎ ( )( 


وسنترك مهمة التحقق من هذه الدساتير للقارىء . 
سنقتصر على إثبات الدستور (و) في الحالة © <0,8<» . نلاحظ عندئذ أن : 
U(af+fg,P)= XZ M,(af+PBIl, |‏ 
/- 


< Z [Mr (af) +Me (88)11, | ) )( (وفق‎ 
k=l 


n 


= Z [aM (f)+8M, (8)]| l« | ) (وفق (ان)‎ 
k=! 


=a 2 Me (Olax ı +8 2 Mr زيآ|(ع)‎ = aU(f,P) +8 U(g,P) (iii) 
3 k=! 


CÎ‏ المدخيل الى التحليل الرياضي 


ونجد بصورة ممائلة : أن 


L(af + (ط ,عق‎ < aL(f,P) +8 L(g,P) (iv) 
فإنه يقابل العدد الموجب تحزئتان ,"8 و ع بحيث‎ ٠ لا كانت 2,8 قابلتين للمكاملة على [ط,ه]‎ 
ع > ل 'ط,8)آ- لعط,ع) نا 1 ع > 50,؟)سآ- لط,1)نا‎ 


فإذا رمزنا ب ع *ناع2 P=‏ ؛ استنتجنا استنادا إلى (۸,۱۲) أن 


U(f,P)J-L(f,P.)< و ع‎ U(g,PJ-L(g,P;)< € (» 

نستنتج ما سيق أن 

aL(f,PJ +8 L(g,P) < L(af + كل ط,ع8‎ U(af +8 (وفق 0 ) ( ط,ه‎ 
< U(af + لطعم‎ 

(وفق ون ) لوط,ع)نا 8+ aU(f,P.)‏ < 

(وفق (۷) ) ع (8+ه)+ aL(f,PJ+8 L(g,P)‏ > 

نستنتج من هذا المتراجحة 


-L(af+fg, PJ > )»+8(‏ لط روهمج U(af‏ 
الي تعني أن 1+8 قابلة للمكاملة على [ط,ة] » کا نستنتج أيضاً أن 
b‏ 
ع( (af+82) dx < a L(f,P.) +8 L(g, P) +(a+f‏ يل < aL(f,Pe)+f L(gPe)‏ 
لكن لدينا كذلك 
6 
ع( 8+ه)+ (ءطر,ع) dx < a L(f,P«) +8 L‏ ع 1 0+8 a L(f,P«) +8 L(g,P«) < © 8 f‏ 
إذن 
6 0 
ع( 8+( < | dx)‏ ع a+‏ ل (af +8g) dx—( a‏ 1 | 
ولا کان (8+») أي عدد موجب » فإننا نستتتج من )۲.٥٤(‏ أن 


. 8 (af +g) dx = © 8 rax+# J 0 


من الممكن تعميم هذه النظرية بالاستقراء الرياضي على أي عدد مننه من الدوال القابلة للمكاملة . 
هذا ويترتب على النظرية السابقة النتيجتان المباشرتان التاليتان. 


المكاملة YoV‏ 
"م نتيجة )١(‏ 


إذاكانت ه,؟ دالتين حقيقيتين معرفتين وقابليتين للمكاملة على [ط,ه] ٠‏ فإن الدالة م+م لا بد وأن تكون 
قابلة للمكاملة على [5,ة] كما أن 


1 (f+ (ع‎ dx = 3 جع‎ J sx 


۳ نتيجة (۷) 


إذا كانت ۴ دالة حقيقية قابلة للمكاملة على [ط,ه] ٠‏ وكان » عدداً حقيقيا ماء فإن الدالة ؟» قابلة 
للمكاملة على [طءة] . كيا أن 


fdx‏ السو ا 


84 - نظرية 
إذاكانت 8 دالتين حقيقيتين معرفتين وقابلتين للمكاملة على [8,6] » وكان )ع <۴0 اياكان × من 
[طرة] > فإن 
fdx> | gdx‏ 8 
الرهان 


نلاحظ أولاً . انه إذاكانت ۴ تجزئة ما ل [طيه] » فإنه أياكان »من <ه,1 > . نجد )يك < ›M,)0‏ 
zb sb 5 5‏ 0 5 
الأمر الذي يترتب عليه ان (5,ع)نا < (5,؟)ناء وإذن نجد جوع لز < بر ٠‏ وبا أنه لا فرق بين تكامل ران 
وتكامل ريمان الأعلى للدالة القابلة للمكاملة > فإن نظريتنا صحيحة . م 
ويمكن التحقق بسهولة . من أنه إذا استعضنا عن الرمزين < الواردين في )۸,۳٤(‏ ب < ٠‏ فإن 
0 
8 نتائج 


(1) يترتب على النظرية السابقة » أنه إذاكانت ۴ دالة معرفة وقابلة للمكاملة على [ط,] » وكان 0 <820| 
أباكان × من [طبھ] . فإن 0<عة؟ ك . 


Y۸‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


(۲) ونترك للقارىء التحقق من أنه إذا كانت ؟ دالة معرفة وقابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ وكان 
0 أياكان × من [طبه] »› ووجد عدد ۲| من [طية] › بحيث 0<( ٠‏ وبحيث 


تكون + مستمرة في 7 »فإن 0<جل؟ 4 


5م - نظرية 
إذاكانت ۴,١‏ دالتين حقيقيتين ساحتهما المشتركة (ط,ة] میت ان کا من م5 و م قابلة للمكاملة على 
[طa]‏ .وان 24 >8 > ص » وان 0 (×)+ على [ط,ه] » فإن 


SKE EMÎ e 


البرهان : 


ا کان M)2(‏ > 0) © )۴ > «)صم أيا كان × من [ط,ه] > فإن صحة هذه النظرية ناتج عن النظرية 
)۸,۳٤(‏ وعن النتيجة (۸.۳۳) . « 


۷ - نتيجة 


إذا كانت ۴ دالة حقيقية معرفة وقابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ وكان >M‏ )> م أيا كان × من 
[طبة]) > فإن 


b 
m(b-a)< Û fdx<M(b-a) 


الرهان 


إذا اخترنا في "ارم ) الدالة ب » نحيث 1 = (×)ې أباكان × من [ط,هة] » فإننا نستنتج صحة هذه النتيجة 
استنادا الى (8,15) .« 


قبل التقدم نحو خاصة جديدة للدوال القابلة للمكاملة » لا بد لنا من إيراد التمهيد التالي . 


المكاملة 104 


م تمهيد 


إذاكانت ؟ دالة حقيقية محدودة على المحال 1 » وكان 
M = sup{f(x):xe I}‏ و m = inf{f(x):xeI}‏ 
Safe‏ 
فإن M-ٍm=S‏ 


البرهان 


إذا كان × أي عنصرين من 1 . فإن 8 <(89 و 84> 80 ٠‏ الأمر الذي يترتب عليه أن 
]8 > ()1 - 10 . واستنادا إلى تعريف 58 » نجد ان 5 > 20-2097 . ليكن ع عددا موجبا ما . إذن هنالك 
نقطتان طره من 1 میٹ 84-5 < fa‏ .و m+‏ < . إذن Mme‏ <22-45 › لکن 


f -10(‏ <5 » إذن 5 >-5-]8 , أي أن ع >5--284 . ولاكان 386-73-5 مقدارا غير سالب (الأمر 
الذي ينتج من أن Mm‏ > (15- 00 ء أياكان × من 1 )ء فإننا نستنتج من )۳,۵٤(‏ أن M-m-S=0‏ » أو 
=8 . وبذا يتم إثبات المهيد . ه 


4م - نظرية 


إذاكانت ؟ دالة حقيقية معرفة وقابلة للمكاملة على [6,ة] » فإن |۴١‏ قابلة للمكاملة على [8,6] * كا أن 


b 
| J raxl< J | 1| dx 


البرهان 


إذاكانت ۴ أي تجزئة ل [طءه] ٠»‏ فإننا نستنتج من (۸,۳۸) أن 
M, (f)—m, (f) = sup { f(x)—f (y) : x,y € I, } (2)‏ 


أباكان ا من <ه,1> . وبا أن 


IfI)-IFI(Y) = |f()I=IF(y)| <If(%)=—f(y)| (°°)‏ 
أياكان ,× من با . فإننا نجد أن 


لف الدخل ال التحليل الرياضي 


M, ) بس(‎ (If) = sup{| fL(x%)—|f|(y) :x,y e I, } ))۸۰۳۸( (وفق‎ 
<sup{| f(x) —f(y)| :x,ye I, } (وفق (0.ه))‎ 
= sup{ f(x) — f(y) : x,y € I, } 

(وفق (0)) اا ا 
لذا » فإن 
U(Ifl,P)-L(| f | ,P)< U(f,P)-L(f,P)‏ 
الأمر الذي يعني أن 4 قابلة للمكاملة على [3,5] لكون ۴ قابلة للمكاملة على [8,5] . 
نلاحظ الآن أن 


6 
| f fax = * J fax 


6 
= 8 + f dx ))۸,۳۳( (وفق‎ 


0 6 
زوق )۸۳٤(‏ لأن |۴| >± ) مەھا؟| يل > 
وبهذا يكتمل إثبات النظرية . « 
وتجدر بنا ملاحظة أنه رغم أن قابلية ۴ للمكاملة تقتضي قابلية ۴| للمكاملة » فإن عكس هذه الدعوى غير 
صحيح في الحالة العامة . لتأخذ الدالة 2ح [5:]0,1 المحددة بالدستور: 


(عندما يكون »× عددا عاديا) 1+ 
(عندما يكون × عددا غير عادي) , { = 


إن 1= 8098| ء أياكان × من [0,1] > وبالتالي فإن |8| » قابلة للمكاملة على [0,1] (لأنما ثابتة) » في 
حين أن ۴ ليست قابلة للمكاملة على [0:1]؛ ذلك أن 


j rax = اانه قن‎ fdx 


0١‏ - نظرية 


إذا كانت 6,8 دالتين معرفتين وقابلتين للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ فإن 828 دالة قابلة للمكاملة على 
[a,b]‏ 


المكاملة ۹۱ 


البرهان 

نلاحظ أولا » أن 
gE‏ 
SE SS‏ 


ولا كانت كل من الدالتين 5+8 . و ۾-؟ قابلة للمكاملة (۸,۳۲) ٠‏ فإنه يكني لإثبات نظريتنا البرهان على أن مريع 
الدالة القابلة للمكاملة » دالة قابلة للمكاملة كذلك . 


وهكذا 5 لنفترض ۴ دالة قابلة للمكاملة على [a,b]‏ ¢ وليكن f>0‏ على [a,b]‏ , فإذا کان ٤‏ عددا 
موجبا » فثمة تجزئة ع8 ل [5,ة] ٠‏ بحيث يكون 
كد > ل ط,؟).]- ل م,؟)نا 
حيك: 08 :لتقي الأعلى 3 ۴ على [,ة] (وهذا الحد الأعلى موجود اقطعاً بسبب کون ۴ قابلة للمكاملة ٠‏ وبالتالي 
محدودة ) . 
وبا أن ۴<0 . فن الممكن التحمق عندئذ . أنه اياكان ا من <ه,1 > . فإن 
M,(f) = MI(f)‏ و m, (f) = m}(f)‏ 
لذا . فان 
U(f,PJ-L(fF,PJ) = Z [Mi(f)-mt(f)]}| 1, |‏ 
t=‏ 
Z [Mr (f) +m, (f)][M, (f)—m, (f11, |‏ = 
k=‏ 
ع 2M[U(f,P.)-L(f,P"))]<‏ < 


إذن ۴ قابلة للمكاملة على [8,6] . 


لنفترض الآن . أن ۴ قابلة للمكاملة على [6,] (دون ان يكون بالضرورة ۴<0 على [6,ة]). فإذا رمزنا ب 
«: للحد الأدنى ل ۴ على [6,ة] . (وهذا الحد الأدنى موجود قطعا بسبب كون ۴ قابلة للمكاملة وبالتالي حدودة) » 
فإن «-م دالة غير سالبة . وقابلة للمكاملة ‏ لذا فإن :(-5) قابلة للمكاملة استنادا إلى ما سبق . ولا كان 
m(* = : - mf + n‏ -۴)وكانت كل من الدالتين 24 و" قابلتين للمكاملة كذلك . فإن *؟ قابلة للمكاملة . وبذا 
يكتمل برهان النظرية . « 


1۲ المدخل الى التحليل الرياضي 
۲ نظرية 


لتكن ۴ دالة حقيقة محدودة على [ط,ة] ٠‏ وليكن ط > >2 . فإذا كانت ۴ قابلة للمكاملة على كل من 
[طت]) و ©.2] » فإن ۴ لا بد وأن تكون قابلة للمكاملة على [8,6] » وعندئذ يكون 


0 3 65 
fax‏ يل جعة؛ إل = fax‏ رك 
البرهان 
ليكن ٤‏ عددا موجبا . عندئذ » هنالك تجزئتان ,۴,۴ ل ]٠[‏ ر ك,] على الترتيب . بحيث يكون 
< (وط,؟)سط- (رط,؟)ن] و $ > (رط,؟)سط- (رط,5)نآ 
لنأحذ الآن التجزئة ,8 ,۴ =۴ ل [طبة] . نلاحظ عندئذ أن 
L(f,P) = L(f,P,) + L(f,P,)‏ و (رظ,؟)نا+ U(f,P) = U(f,P,)‏ 
لذا فإن 1)۴,۴(-1)۴,۴(>٤‏ . الأمر الذي يعني أن ۴ قابلة للمكاملة على [8,5] . 
نلاحظ الآن أن 
6 3 
fax< L(f,P)+e‏ , جعة؟ يل L(f,P)<‏ 
ع + L(f,P)< ٤ fdx< L(f,P)‏ 
وبالتالي فإن 
6 2 0 
ع > fdx)|‏ يك fdx—( J fdx+‏ کا 
الأمر الذي يترتب عليه استنادا إلى (17,84) أن 


j جع دع‎ 1 f dx 


وهو المطلوب . « 


من الممكن استنادا إلى مدأ الاستقراء الرياضي » التحقق بسهولة من أنه إذا كان 


= ب >... >> -8 ؛ وكانت 5 قابلة للمكاملة على کل من المحالات [٦,-ب»]‏ » أيا کان >1 من 
<1,5 > . فإن ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ كا أن 


المكاملة ينس 


J ta‏ عجه f rate j‏ عي يل 


هذا » ويمكن توسيع معنى التكامل : بحيث يشمل المكاملة «في الاتجاه السالب » بإدراج التعريف التالي . 


4م - تعريف 
0 8 
إذا كانت ۴ دالة حقيقية قابلة للمكاملة على [ط,ة] . فإننا نعوف f rax‏ أله جف پر حم 


0 € 
كذلك . فإذاكانت © أي نقطة من [ط,] . فإننا نعف 0= ×۴۵ يك . 


45 - نتيجة 


يترنب على هذا التعريف . وعلى النظرية (۸.۴۳۹۲) . أن 


6 
1000 Faxe, fx 


ستؤرد الآن نظربة تمدنا بالشروط الكافيةءكي يكون تكامل نهاية متوالية من الدوال مساوياً لنباية تكاملات دوال 
هذه المتوالية 9 وسنقدم هذه النظرية بالعهيد التاليي 9 


6م تمهيد 


إذاكانت ع۴ دالتين حقيقيتين محدودتين على [ط,ة] . وكان «»# < 80 . أياكان × من [6,] 


فان 


6 
بک‎ fdx> ل‎ gdx و‎ fdx> 1 gdx 


الرهان 
سنکئز بإثبات المتراجحة اليسرى . علا بأن المتراجحة المنى يتم إثباتها بصورة مماثلة . 


لتكن م أي تجزئة ل [طية) . لماكان (دع <( . أياكان × من [طيه] . فإن M,)0< 5M)‏ ۰ 
أياكان » من <,1 > . وبالتالي فإن (طبع)نا < (۴,۶) . ولا كانت م تجزئة كيفية . فإننا جد ان 


م2 > 


0 إل‎ rax> J gdx 


3-5 المدخل الى التحليل الرباضي 
"م نظرية : 


لتكن 1,210 ,6) متوالية من الدوال الحقيقية » التي كل منها معرف وقابل للمكاملة على [ط,ة] » ولنفترض أن 
هذه المتوالية تتقارب بانتظام من الدالة ۴ على [5,ة] . عندئذ تكون الدالة ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ كا 


يكون 


lim 19 f, dx = 1 fdx 


البرهان 


ليكن ع عددا موجبا ما » إن التقارب المنتظم ل 6۸م ,(,؟) على [3:6] ٠‏ بقتضي وجود عدد طبيعي .× ۰ 


بحيث انه إذاكان × <م . وكان × اي عنصرمن [5,] . فإن 5 fn(x) — f(x) < TTT‏ < سو أو 


مستت 
fn (x)— ê 22001 (x)+ TTT‏ 


وبا أن ,۴ محدودة على [ط,ه] .( لأنما قابلة للمكاملة على [ابه] ). فإننا تستتتج أن ۴ محدودة على [ابة] . 


نلاحظ بعد ذلك استنادا إلى (888,.م) أن 


© چچ ا ل > إل » 


وبما أن f‏ ا 


2 


(f - 2-8 20‏ ل 
كبح قابلة للمكاملة (8,17) كذلك ٠‏ فإننا نجد استنادا إلى )۸,۴١(‏ أن 


كلا من كيج + ,؟ و ۴١ TTY‏ قابل للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ وبالتالي يكون 


0 b 
J k= 0 0ك‎ J fax< 1 (f+ ¥ 4ك‎ 


= b 
1 ,؟‎ 1-5 < 1 fdx< J, f, كيه‎ 


1! f, dx-& < fdx< 1 f, بيه‎ 3 


المكاملة يلها 


الأمر الذي يترتب عليه أن 


b 1‏ دا 5 
ولاكان الطرف الأيسر غير سالب (8.18) . وكان ع عددا موجبا اختياريا . فان ج۵٤‏ ,ل - ٤۵×‏ پر . الأمر 


الذي يعني أن ؟ قابلة للمكاملة على [طبة] . 1 


وهكذا . نجد أنه إذاكان 8 أي عدد طبيعي يحقق ۸٤‏ <" . فإن (ه) يمكن بكتايتها على الشكل 
ديه f, 12-5 < J > 1 f,‏ و 
الأمر الذي يترتب عليه أن 
]عه ۳ f, dx-‏ ]| 
أبا كان 8 الذي يحقق »۸ <" . وهذا يعني استنادا الى تعريض نباية المتوالية أن 
f, dx = 1 fdx‏ م ون 


وبذا يكتمل برهان النظرية . « 


8 الدخل الى التحليل الرياضي 


5 النظرية الأساسية في حساب التفاضل والتكامل 


The Fundamental Theorem of Calculus 


سندرس في هذا البند أهم العلاقات التي تربط بين التفاضل والتكامل . والتي تترّج بما يسمى ١‏ النظربة الأساسية في 
حساب التفاضل والتكامل ١‏ . 


81 - نظرية 
إذا كانت الدالة الحميقية 1 معرفة . قابلة للمكاملة على إط.ة] . فإن الداله ۴+ [ط,ة]:5 المحددة 


1 
بالدستور ۴۵۲ = (×)۴. مستمرة على إطية] . 


البرهان 
نلاحظ استناداً إلى (/8.39) أن 1 قابلة للمكاملة على [*بة] أياكان × من [6,ة] . لديا 


1 1 
| F(x) -F(y)| =| 0 fdt— J fdt| 
y۷ 
-| f ا‎ 


< f, Iria ))۸.۳۹( زوق‎ 
<Mlx-y| ))۸.۳۷( (وفق‎ 


حيث . [[5,ة]ء*:|()1| )ونه = M‏ (العدد 84 موجود لأن 8| قابلة للمكاملة على [3,5] استنادا إلى 
(89.ى) وبالتالي فإن |۴| محدودة على [8,0] ) . 


المكاملة نا 


5 200 . 
يلاحظ أنه : إذاكان » عددا موجبا ما . فإنه يقابل ع عدد موجب 4-5 بحيث أنه إذاكان × أي عنصرين 


من [1]2:5 يحمققان الشرط 4 >الا-ا| . فإن >٤‏ |9 - 5600| . الأمر الذي يعني أن ۴ منتظمة الاستمرار . 


وبالتالي مستمرة على [3,6]. « 


تدل هذه النظرية على أنه . حتى في حال عدم استمرار ۴ في عدد من نقاط [6,ه] . فإن ۴ مستمرة على 
[ط,ة]) . وتدعى الدألة ۴ التكامل غير المحدد للدالة م . اوالدالة الأصلية للدالة م . 


۲ فال 


لتكن +R‏ [2,1 -]:1 محددة بالدستور 
(عندما ]2,0- ] 1€( 1 
f(0 = {‏ 


(عندما ]0,1[ (te‏ 3 
فق الواضح انقطاع * في النقطة 0=× . وإذا لاحظنا ان 


1 

J, 1dt=x+2 (xe [ -2.0[ )عدا‎ 
F(x) =. 

0 x 

(عندما [0,1] 1dt+ J 3dt = 3+2 (x€‏ ول 


فن السهل ٠‏ رؤية استمرار ۴ على [2,1-]. 


8.5 نظرية 


إذاكانت ؟ دالة معرفة . وقابلة للمكاملة على [ط,ة] . ومستمرة في النقطة ,× من ]9,6[ . فإن الدالة 


7 2 iss x 
.۴ إطرة] :5 المحددة بالدستور 696 كر = (۴)۸ . قابلة للاشتقاق في النقطة م»د. کا يكون (×)۴۔= (م×)‎ + © 


. شتف ها 0< أما لوكت 80-0 . فان 0= «) ۴ . أباكان × من [طره) . وعندها تكون 0= »)۴ . أياكان × من [طيه]‎ )١( 
]8,6[ وبالتالي تكون ۴ مستمرة على‎ 


. لأا دالة ثابتة 


۹۸ المدخل الى التحليل الرياضي 


البرهان 
لما كانت ۴ مستمرة في النقطة م » فإنه يقابل العدد الموجب ع عدد موجب ف ؛ بحيث أنه اذاكانت 5 


نقطة من [ط,ه] تحقق المتراجحة 4 >|م×-»| » فإن ع>((.*60-8| . يترتب على هذا وفق (4,م) أن 
المتراجحة 4 >|.*-»| » تقتضي المتراجحة 


18 |f(x)=—f(xo)| dx < E1 x-x, | 


نستنتج من هذا ء أنه إذاكان 4 >|ء×-×|>0 . فإن 


الأمر الذي يعني أن 


أي أن ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة ,× › کا أن (م×)؟ = (ہ»)۴. » 


هذا وتجدر بنا الإشارة الى أن التكامل غير المحدد ۴ . قد يكون قابلاً للاشتقاق في النقطة م من ]طب[ 
حيث ۴ ليست مستمرة ء ويكون (م)1 # (۴)×۰ كا يبين المثال التاني . 


5 مثال 


لنأخذ الدالة +[۴:]0,3 المحددة بالدستور 


2)x-1( ) (عندما اج»×‎ 
=1 
f(x) = 


( عندما 1-* ( 1- 
نلاحظ أن الدالة ۴ . ليست مستمرة في النقطة 1-* . واستناداً إلى (۸,۳۸) » فإن 
2(x+ 1) dx = 2 + 2X‏ و[ = F00‏ 


لذا . فإن ۴ قابلة للاشتقاق في النقطة 1=× » بيد أن 


F()=4#f(1)= -1 


المكاملة 4 


6- نظرية 


إذا كانت ۴ دالة معرفة وقابلة للمكاملة على [8,6] » وكانت ۴ دالة مستمرة على [8,6] ٠»‏ وقابلة 
للاشتقاق على [a,b]‏ . وكان 60-100 أياكان × من ]ط,ة[ , فإن 


8 fdx = F(b)-F(a) 


البرهان 


إذاكانت ۴ أي تجزئة ل [5,ة] » فإن 


F(b)-F(a)= <2 ([F(x,)-F(x«.)] = 
k=l 


(وفق (۷,۲۳) » حيث ] ٭× ,دي [ € با ) SF FUE‏ = 
t=‏ 

5 2 f(t, )(X« —X« ) (فرصا)‎ 
/ 

لكن 


L(f,P)< Z f(t, )(x« =x, زر‎ < U(f,P) 
k=! 
إذن‎ 
L(f,P) < F(b)—F(a) < U(f,P) 
ولا كانت ؟ قابلة للمكاملة على [,3] » فإنه يقابل العدد الموجب الاختياري ع تجزئة ,ل [ط,ة] » بحيث‎ 


b b 
U(f,PJ< J fdx+e gy, L(PD> J, fdx-e 


1 الدخل الى التحليل الرياضي 
ويترتب على هذا المتراجحة التالية 


|F(b)-F(a)- 1 tdx|<e 


6 
ولا كان العدد الموجب ع اختيارياءفإننا 5 استنادا إلى (84,؟) : ان fdx = F(b)-F(a)‏ 8 > وهو 


المطلوب . » 
ان هذه النظرية بالغة الاهمية عند حساب التكاملات . 
١‏ مثال : 


ان الدالة © + [ط,ج] :۴ الحددة بالدستور “ا = (×)۴ ء حيث 2 عدد طبيعي ١‏ قابلة للمكاملة على 


زطية] (لأنها مستمرة على [ط,3]) . كذلك » فإن الدالة ع [ط,ة] :5 » والمحددة بالدستور له 


مستمرة على [ط,] ٠‏ وقابلة للاشتقاق على ]طب[ :ىا أن 5600-1400 . أباكان × من ]طايه[ . 


لذا » فان 
x" 1 (b”*'— a*1)‏ 
الود 8 


المكاملة ۷۱ 


0 تكاملات كوشي - ران 


Cauchy - Rigmann Integrals 


لقد قبدنا نظرية تكاملات رعانء الى درسناها في البنود السابقة من هذا الفصلءبدوال محدودة معرفة على محالات 
مغلقة ومحدودة . وچ ي هذا الببد مفهوم التكامل ؛ نحيث يشمل دوال لیت محدودة بالضرورة غل عالات ليست 
بالضرورة مغلقة أو محدودة . بيد انه من الممكن تغطية هذه الحالات جميعا بالتركيز على نوع محال الذي يشكل ساحة 
الدالة . 


61 - تعريف : 


لتكن ا إط,ة]:؟ دالة . بحيث تكون الدالة [,5|]3 قابلة للمكاملة وفق ريمان. أباكان »× من 
]ره ] . لنحدد الدالة 2+ ]8,6 ]:۴ بالدستور 


xX 
F() = J, fat 
فإننا تقول عندئذ إن تكامل كوشي  ريمان من النوع الأول‎ ٠ فإذاكان © = 5؛ وكانت النهاية (×)۴ ا موجودة‎ 
للدالة ۴ موجود (او متقارب) على ]©,3] » ونرمز لهذا التكامل عندئذ بالرمز 06؟ کر اي ان‎ 
x 5 5 x 
يك سنا = پگ . أما إذا کان ص ± -46؟ پک نا » فإننا نقول إن تكامل كوشي-ربمان متباعد‎ 54: 


إيحابياً رفي حالة »+ ). أو متباعد سلبياً (في حالة ه- ) . 


وإذاكان ۴ ٤ط‏ . وكانت النهاية (»)۴ ا موجودة ٠‏ فإننا نقول عندثذ إن تكامل كوشي ‏ ريمان من النوع 
ا" 
الثاني للدالة ۴ موجود (او متقارب ) على ]5,ة] . ونرمز هذا التكامل عندئذ بالرمز 1596 ,كر ٠‏ أي أن 
1 5 
 fdt= lim f, fat‏ 


x 5‏ 5 0 
أما إذاكان ه + fat=‏ إل 9ل ١‏ فإننا نقول إن تكامل كوشي ‏ ريمان متباعد إيحابيا (في حالة »+ ) » أو متباعد 


سلبيا (في حالة ©©- ) , 


VY 


المدخل الى التحليل الرباضي 


هذا » ومن الممكن إيراد تعاريف ممائلة للدالة 62+ [ه,ط[:۴ في الحالتين له دط و عط 


۲ أمثلة 


)١(‏ لنأخذ الدالة + ],۴:]0 ٠‏ المحددة بالدستور ٠٠‏ = 9) . إن ۴ مستمرة وبالتالي قابلة للمكاملة على 
[×0] ۰ أياكان × من ]#,0] . نلاحظ أن 


8 0 
lim و‎ edt = lim( =e“ +1( =1 


وبالتالي ؛ فإن تكامل كوشي_ريمان من النوع الأول للدالة -» » موجود على ],0] . كا ان 


: 17 1 


(۲) لنأخذ الدالة 7  6:]0,1]‏ الحددة بالدستور جل - 0.إن ۴ مستمرة وبالتالي قابلة للمكاملة 


على [«,0] ٠‏ أياكان × من ]0,1] نلاحظ أن 


”م 


1 1 5 و 4 م 
2د lim f E Ti = lim ( Aresinx Aresin0)‏ 


وبالتالي ٠‏ فإن تكامل كوشي ‏ ريمان من النوع الثاني للدالة سے . موجود على ]0,1] .كا أن 


(م) لنأخذ الدالة ‏ + ]ه,۴:]1 الحددة بالدستور 0L‏ . إن ۴ مستمرة » وبالتالي قابلة للمكاملة 
على [×1] . أياكان * من ]1,٥]‏ . نلاحظ هنا أن 
ه = )1081 im (logx-‏ - لك im f‏ 1 
وبالتالي ٠‏ فإن تكامل كوشي ‏ ريان من النوع الأول للدالة ل على ]1] » متباعد إيحابيا » أي أن 


2 


vr المكاملة‎ 


۴۳ - نظرية 


إذاكانت الدالتان 5,8 المعرفتان على ]*,3] > قابلتين للمكاملة (وفق ريمان) على كل محال مغلق [8,5] ٠‏ 
حيث ]«.ة]ع* » وكان ع > 40 >0 ۽ أياكان × من ]»,ة] . فإن : 


(۱) إذاكان التكامل 844 ,كر متقارباء فإن 46م وك متقارب كذلك . 


(؟) إذاكان التكامل ال۴ 0 متباعداً > فإن الچ 1 متباعد كذلك . 


البرهان 
لتأخذ الدالة + ]#,ة] :۸ المحددة بالدستور :54 ٣گ‏ = (×)۸. لماكان 0 < 0 ١‏ أيا كان × من ]#بة] ء 
فإن ‏ دالة متزايدة على ]»,] . وإذا لاحظنا كذلك . أن 
sdt‏ أ[ f fats‏ >0 
فإننا نستنتج أن ط محدودة من الأعلى بالتكامل (الموجود فرضا) 884 ”ك . ومن السهل . التحقق بعد هذا أن للدالة 


لمتتايدة والحدودة 46؟ ر نباية عندما مه + هر هي 596 ٠‏ . ومن الممكن إثبات (۲) بصورة ممائلة . » 
a a‏ 


64م مثال 


لناخذ الدالة الطات ؛ التي ساحتها ],0] . نلاحظ انه » لما کان Tr‏ -لاهنقا .0 , أياكان 


8 عع ن التكامل ا 1 |sint GS‏ ° 
من ]©,0] » وکان التكامل چڳ رر موجودا (وساوي ج ). فان 1۵۲ا صقل / موجود . 


هذا » ونترك للقارىء التحقق بصورة ممائلة لما فعلناه في )۸,٠۳(‏ من صحة النظرية التالية . 


وم نظرية 


إذا كانت الدالتان ” 1,8 المعرفتان على ]ط.ة] » قابلتين للمكاملة على كل محال مغلق [«,8]) » حيث 
إطة]ء: 2 ء وكان 0) > 80 >0 أياكان × من ]طية] » فإن : 


. متقارياً » فإن التكامل 106 يك متقارب كذلك‎ j إذا كان التكامل لع‎ )١( 


(؟) إذا کان التكامل f rat‏ متباعدا » فإن التكامل f rat‏ متباعد كذلك . 


الدخل لل التحليل الرياضي 


Vé 
تمارين‎ 
تكامل ريمان‎ 
)۱—۸( 
لتكن ۴+[۴:]0,1 محددة بالدستور‎ 
1 ) عندما یکون, × عدداً عاديا‎ ( 
f()= { 
0 عندما يكون × عددا غير عادي)‎ ( 
ولتكن ۴۶ تجزئة مال [0,1] .بين أن‎ 
- [1 1 
U(f,P) -[ fdx 7 L(f,P) = ç4 


هل ۴ قابلة للمكاملة . وفق ريمان على [0,1] ؟ 


(۲—۸) 
لتكن ۴+[۴:]0,1 دلة محددة بالدستور ×=()؟ 
)١(‏ بين أنه إذا كانت ,5 تجزثة للمجال [0,1] ٠‏ تقسمه إلى © من الأقسام المتساوية . فإن 
غ ا 
UGP.) =+ 3 L(fP) - 1-1‏ 
(۲) تحقق من أنه أياً كانت التجزئة ۴ ل [0,1] > فإن 
L(f,P) < <U(f,P)‏ 


1 
(۴) برهن على أن = fa»‏ 3 


)۴۳—۸( 
ليكن f:[0,1]~R‏ دالة محددة بالدستور ×=(»)؟ . 


)١(‏ بين أنه إذاكانت ,8 تجزئة للمجال [0,1] تقسمه إلى م من الأقاء المناوية . فان 


URL 
3 2n 6n 


نم أوجد عبارة (,1)۴,۴. 


Ve المكاملة‎ 


(۲) تحقق بأنه أيأكانت التجزئة 8 ل [0,1] > فإن 
L(.P) <4 <U(f,P)‏ 
1 1 
(5) برهن على أن = ٤۵×‏ ر . 
(4-)) 
لتكن ۴۸+[۴:]0,1؟ دالة محددة بالدستور 
( عندما يكون =× رورم ليس ل عامل مشترك)) ‏ 1 
q . q‏ { 100 
(عندما يكون »× عددا غير عادي) 0 


برهن أن ۴ قابلةللمكاملة على [0,1]) وأن 0 - يبك 1 


(إرشاد . ناخذ التجزئة ,8 (2 <«) للمجال [0,1] . حاوية لجميع الأعداد العادية ع ألنسمية إلى 


[01] .بيث ه>و>م .فإنكان ب ×× عنصرين متعاقبين من ,8 . فإن M,)9>‏ ). 


(م-هم) 

برهن على أنه إذاكانت ۴ دالة درجية (5,48) على [ط,ة] ٠‏ فإن ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] 
أوجد قيمة التكامل يتك ؟ كر . 
)1-۸( 


إذا كانت الدالة ۴ قابلة للمكاملة على [ط,ة] ٠‏ فأثبت أن الدالة +[ +ط,٠+ة]:ع‏ . حيث 


. +6 0 ف 
0< المحددة بالدستور (-)۴= )ع . قابلة للمكاملة.وأن +4 ريك -»ه؟ كر (إرشاده. نتأخذ 


التجزئة ‏ + رر ءات + وذ ! - '7 ل [و+طر +ة] حيث x...‏ تزئة ل [طية] ). 


الشف 
لتكن ۴ دالة حقيقية قابلة للمكاملة وفق ربمان على [ط,ة] ٠‏ وليكن 
f*(x) = max{f(x),0}, f(x) = max{ -f(x),0}‏ 
بين أنكلاً من *۴ و ۴ قابلة للمكاملة وفق ربمان على [ط:ة] . وأن 
b‏ 0 
1x = f x= f f dx‏ 1 


ê e f—f-, |f| = f+ f (إرشاد : بن أن‎ 


NY‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


الدوال القابلة للمكاملة وخواصها 


(A—۸) 


برهن أنه إذاكانت ۴ دالة مستمرة على [طبة] . فيوجد عدد ع من [طبه] ٠‏ بحيث يكون 


5 fdx = (b—a) f(c) 
a 


(إرشاد : استخدم النظرية ٠ )١,۱۹١(‏ التي يترتب علا أن خيال أي محال وفق دالة مستمرة هو محال) . 


)4-۸( 


إذاكانت ؟ دالة موجبة ومستمرة » ومتزايدة تماما على [طرة]) غعحيث 0<a<b‏ .< فقت أن 


b f(b) 
8 dx +f dx = bf(b) -a f(a) 
: احسب بعد ذلك التكاملين التاليين‎ 
ا‎ xî dx (O<a<b (احيث‎ 


1 
م‎ Arcsinx dx 


(۱۹—۸) 
حدد من بين الدوال التالية على [0,1] ما كان منها قابلا للمكاملة على [0,1] 
(عندما.يكون × عادياً) x‏ 
1 =0 
(عندما يكون × غير عادي) -1 
(عندما (xe{k :ne N}‏ 0 
f) = {‏ 


1 «(xê{} :neN} (عندما‎ 


)۱۱—۸(( 


برهن أنه إذاكانت ۴ دالة حقيقية مستمرة على [ط,ة] ٠‏ وكانت © دالة غير سالبة على [طبة] 


للمكاملة وفق ريمان على [ط,ة]) » فيوجد عدد » من [ط,ة] » بحيث يكون 


1 1 كال ي‎ = f) f eax 


٠‏ وقابلة 


VY المكاملة‎ 


)۲-۸( 
ا > و(۳-۸) » والخواص الأساسية للدوال القابلة للمكاملة الواردة في البند ( ٣ر‏ » 
لاعاد قىمحَ التكاملين. 
إيحاد قيمي التكاملين , 55 n‏ : 
(2+×3+) رر ١‏ لت رک 
من 
برهن على ان 


flas!‏ < د 


(إرشاد . اا 3 إذا کان 0<x<1‏ « فان 
٠ 2 2‏ 
Varsa‏ < ( 


)١4-4( 
برهن على صحة النتيجة (۲) من (8,9) . ثم استخدم هذه النتيجة لإثبات ما بلي : إذاكانت 5,8 دالتين‎ 
۲ حقيقيتين معرفتين وقابلتين للمكاملة على [8,6] . وكان (*خ <( أيأكان × من [ط,ة] . ووجد عدد‎ 


03 0 
من [طية] ء بحيث )ع <( . وبحيث تكون 4,8 مستمرتين في رء فان »لع ] <جل؟ 
b )٠6©-4(‏ 


إذا كانت + [طبه]:؟ دالة مستمرة وغير سالبة على [3,5]ء وكان 0= ×۲۵ ر ٠‏ فإن 
0=( . أيأكان × من [ط,ة] . 


(4م كل 
إذا كانت ۴ دالة قابلة للمكاملة وفق ريمان على [8,6] . وكانت ۴١‏ تجزئة ل[ط,ة] إلى 8+1 من 


b 2 . 05 0‏ 
الأقسام المنساوية . فأثبت أن كلا من المتواليتين [(,5,2يفا ) ٠‏ و ((,1.)6,5 ) تتقارب من جك؟ 3 


(1۷—۸( 
لتكن ۴۸+[ه,۴:]0 (حيث 2 <2 ) دالة محددة بالدستور : 
XxX1—4‏ 
( عندما X#2‏ ( 
2-2 { 2ه 
( عندما ‏ 2>-*«) 0 


برهن أن ؟ دالة قابلة للمكاملة على [0,8]) ٠‏ وأن 


tax = f (+2) dx‏ وك 


YA‏ المدخعل الى التحليل الرياضي 


النظرية الأساسية في حساب التفاضل والتكامل 


)۸4-۸( 
إذا كانت 8+ زطية]: دالة مستمرة » وكان 80<0 ء أا كان × من [ط,ه]) ٠‏ فإن الدالة 


5 x 
[طرة] :۴ المحددة بالدستور 606 8 = (×)۴ متزايدة تماماً على [ط,ة]‎ +R 


(۱۹—۸) 
إذاكانت +R‏ [5,ة]:1 دالة مستمرة . فثمة عدد ير من ]ط,ة[ ٠‏ نحيث 
(ه-6)()؟ = J rax‏ 
إن هذه النتيجة ٠‏ قد لا تصح إذا كانت ۴ قابلة للمكاملة . دون أن تكون مستمرة على [ط,ة] . (إرشاد. من الممكن 
استخدام النظرية )۸,٤۴١(‏ والنظرية (1,17) ٠‏ أو يمكتنا تطبيق نظرية القيمة الوسطى على الدالة ‏ © [6,ة]:5 


الحددة بالدستور 46م كر = (۴)۸ . وتسمى هذه التتيجة أحياناً > نظرية القيمة الوسطى الأولى في الحساب 
التكاملي) . 


(ممى 
إذا كانت 5,8 دالتين حقيقيتين مستمرتين على [ط,.ةه] »> وكانت 6 دالتين حقيقيتين على 
[a,b]‏ معرفتين على النحو التالي 
x‏ 
FO = J ft yg G0) = f Bat‏ 


fGdx = F(b) G(b) - F(a) G(a)‏ ا Fgdx‏ ل 
a a‏ 


(إرشاد . لاحظ . أن 56+ ۴= (۴6) › ثم استعمل النظریتین (8,41) ء و(8,4#).) 


(4-") 
0 
لتكن 8 دالة قابلة للاشتقاق على © : ولنعرف دالة ۴ على © بالدستور 44« “ل = (6) 


برهن أن ۴ قابلة للاشتقاق على ۴ . وأن 00-8260860 5 أبأكان × من © . وإذاكانت ط دالة قابلة 
للاشتقاق أيضاً على ۴ » وكانت 6 دالة على ۸ محددة بالدستور 


المكاملة 4 


E(x) 
G = 
(x) ل‎ dt 
. © فأثبت أن © قابلة للاشتقاق على © . ثم حدد الدالة المشتقة © على‎ 
(۲۲—۸( 
اذا كانت 8 + [1,1- ]:۴ دالة محددة بالدستور‎ 
F(x) = 1 ] 1+sin(sint) [ 


فبرهن أن الدالة العكسية ۴٠‏ موجودة وقابلة للاشتقاق على (]1,1-[)۴ . عين القيمة العددية للمقدار 
(FJ (o)‏ 


تكاملات كوشي ‏ ريمان 


(4-مى 
برهن أن تكامل کوشي ‏ ريمان للك کر متقارب إذاكان 1 <م » ومتباعد إذاكان 1 >م. 
ص1 


(4-؟) 
لتکن ۴+ ۴:۸ دالة محددة بالدستور ۴*۹ = (۴)۲ » حيث ا عددحقيتي موجب . برهن على 
تقازت تكافل كرشي تراق ٤۵ع‏ ر : 


(4-©؟) 
برهن على وجود التكامل ۰*۵ ر . 
(إرشاد. لاحظ أن م »*-» >0 . أبأكلن ا من ]»,1] ؛ وبرهن كا فعلنا في المّرين (۱) من (8,837) » ان 


التكامل edt‏ ا متقارب . ) 


(۲۹—۸) 
لتكن 8+[0,1[: دالة محددة بالدستور = 89 »> حیث © عم . برهن أن تكامل كوشي ‏ 


1 
رمان dt‏ متقارب عندما 1 >م » ومتباعد عندما 1 «م . 


07 


07 المدخل الى التحليل الر ياضي 


N=) 
: أدرس تقارب أو تباعد كل من تكاملات کوشي  ريمان التالية‎ 


5 
: © 5 dt 

60) لف و‎ Gi) 8 TES 

6 1 

(iii) te dt (iv) 1 log dt 
66 ليك‎ 
log t 1) ê 

¥ 1 1-1 £ ب‎ e Vt 29 


(A—۸) 
التقارب المطلق والتقارب الشرطي . نقول عن تكامل کوشي  ريمان للدالة ۴ إنه متقارب مطلقاًءإذا كان تکامل‎ 
ريمان للدالة |۴| متقاربا . ونقول عن تكامل كوشي  ريمان للدالة 1 إنه متقارب شرطياً ؛ إذاكان تكامل‎  يشوك‎ 

كوشي ‏ ريمان للدالة ۴ ٠‏ متقارباًءني حين يكون تكامل کوشي ‏ ربمان للدالة 1 متباعداً. 
7 1 02 
(1) برهن أن تكاملكوثي ‏ زان 4ك اچچ .ىك متقارب مطفاً. 


(۲) برهن أن تكامل كوشي ‏ ران هلطلا 2 متقارب شرطياً. 


كرت المحعطلحاتة 


نورد فیا بلي جدولا' للمصطلحات المستعملة في الكتاب » مرتبة وفق الحروف الأنجدية العربية “مع مقابل كل منها باللغة 
الانجليزية . 


pointwise — نقطي‎ - 1 


تقاطع Intersection‏ 
اجماع Union‏ 
تطبيق توبولوجي Topological mapping‏ 
استمرار Continuity‏ | 5 
5 متظم — uniform‏ تي 5 a‏ 
5 56 کي Equivalence‏ 
سک — tabular‏ 8 دده 
ا 5 8 علاقة - relation‏ — 
- الخاصة الحددة — defining property‏ 
تکامل Integral‏ 
5 - ريمان الأدنى — lower Riemann‏ 
- ريمان الأعلى — upper Riemann‏ 
تباعد Divergence‏ - غير محدد — indefinite‏ 
رة Partition‏ - متقارب — convergent‏ 
- متباعد (إيمابيا) — (positively) diverging‏ 
ترب ۾ Order‏ - متباعد (سلبيا) — (negatively) diverging‏ 
- جزني — partial‏ - عد — definite‏ 
ديل — total‏ 5 من النوع الأول of the first kind‏ — 
تنطية ا - من النوع الثاني of the second kind‏ — 
- جزئية subcovering‏ تمهيد Lemma‏ 
نفك Refinement‏ تناظر Symmetry‏ 
تقارب Convergence‏ 
- شر - conditional‏ 5 
- مطلق — absolute‏ 8 
- متتظم — uniform‏ | لاي مرب Ordered triple‏ 


YAY 


شاملة 


6 


(1 


2 


اللدخل الى التحليل الريافي 


Product 
cartesian — 
— of sets 


Family 
Neighbourhood 


Sine 


hyperbolic — 


Cosine 


hyperbolic — 


Bound 
infimum 


supremum 


Field 
complete — 


ordered — 


Ring 


unitary — 


Property 
global — 
defining — 


local — 


Image 
inverse — 


direct — 


Interior of a set 


Function 
elementary — 


greatest integer — 


تسعى إن 


اتةه 


ثنائية الاستمرار 
اليب 
1 حي الزائدي 


الام ال ايد 
جیب اهام الزائدتي 


غامرة أو على 

فردية 

قابلة الاشتفاق 

قابلة للاشتقاق م مرة 
قابلة للمكاملة 

قرة 

متغيرين 

لوغاريتمية 

متبايئة أو واحد إلى واحد 
مترايدة ( تماما) 


متناقصة ( تماما) 

محدودة 

محدوده من الأدنى 
محدودة من الأعلى 

مسافة 

مستمرة 

مطابقة 

مطردة 

منتظمة الاستمرار 

نصف مستمرة من الأدنى 
نصف مستمرة من الأعلى 


للباية 


exponential — 
quadratic — 

— tends to 
contraction — 
constant — 
bicontinuous — 

sine — 

hyperbolic sine — 
cosine — 

hyperbolic cosine — 
real — 

real — of a real variable 
empty — 

step — 

periodic — 
hyperbolic — 

even — 

zero — 

inverse — 

surjective or onto — 
odd — 
differentiable — 
n-times differentiable — 
integrable — 

power — 

— of two variables 
logarithmic — 
injective or 1-1 — 


(strictly) increasing — 


(strictly) decreasing — 
bounded — 

bounded below — 
bounded above — 
distance — 
continuous — 
identity — 

monotone — 


uniformly continuous — 


lower semicontinuous — 
upper semicontinuous — 
limit — 


- توزيعي 
- توزيعي من اليسار 
- توزيعي من الین 
دليل 
دور 
زمرة 
- تبديلة أو آبلية 


ساحة 


طرف محال 


لمت المصطلحات 


Law 
commutative or abelian — 
associative — 
distributive — 
left distributive — 


right distributive — 
Index 


Period 


Group 


commutative or abelian — 


Pair 
ordered — 


Domain 


كك 


Net 


Class 
equivalence — 


— of functions 


End-point of an interval 


Number 
real — 


integer, whole — 


د . 
أصغر 
حادم الأدنى 
- حا من الأعلى 
- سابق ( تماما) 
- محايد 
لاحق تناما 
غطاة 
جزل 
فضاء 


YAY 


positive integer, natural — 
rational — 


irrational — 


Relation 
order — 
partial order — 
total order — 
equivalence — 
asymmetric — 
transitive — 
symmetric — 


reflexive — 


Comparable elements 


Operation 
commutative or abelian — 
associative — 
distributive — 
left distributive — 
right distributive — 
binary — 

Element 
least — 
greatest — 
lower bound 
upper bound 
(strictly) preceeding — 
identity — 


(strictly) succeeding — 


(e 


Cover 
subcover 


Space 


euclidean — (of n dimensions) ( n إقليدي (ذو أبعاد‎ 


لا 


کل 


5 


فا 


حدود 
«- تايل 
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trivial — 
complete — 
subspace 
usual real — 
linear — 
compact — 
sequentially compact — 
metric — 
connected — 
normed — 
discrete — 


— of isolated points 


Countability 


Rule 


Value 
the — of a function at a point 
intermediate — 


mean — 


Polynomial 


Taylor — 


Ball 


deleted neighbourhood Of» X محذوفة المركر مركرها‎ - 


هشه 


مفتوحة 


5 


closed — 
open — 


Closure 


Principle of mathematical induction  يضايرلا مدا الاستقراء‎ 


- متزايدة ( تماما) 

- متقاربة 

- متناقصة ( تماما) 

- مطردة 

- مطردة بعد عدة حدود 
يمال 


بجموع أدنى (أعلى) 
مجموعات ذات أدلة 


جموعة 
وء 
- ادلة 
استقرائية 
ت الأعداد الحقيقية 
- الأعداد الصحيحة 


Metric 
trivial — 
subspace — 
absolute value — 
usual — 
uniform — 
discrete — 
relative — 


Complement of a set 


Sequence 
real — 
subsequence 
divergent — 
(strictly) increasing — 
convergent — 
(strictly) decreasing — 
monotone — 
eventually monotone — 


Interval 
subinterval 
bounded — 
open — 
closed — 
degenerate — 
left - half - closed — 
right - half - open — 
Nested intervals 
Lower (upper) sum 
Indexed sets 
Set 
— of subsets 
indexing — 
inductive — 


— of real numbers 
— of integers 


الأعداد الطبيعية 

- الأعداد العادية 

- الأعداد غير العادية 
تعريف 

- جزئية ( تماما) 

- حاصل القسمة 

- غالية 

- ديكارتية 

- قابلة للعد 

- قابلة للعد اللامنتهى 

- وره 


دي 


بت الصطلحات 


— of natural numbers 
— of rational numbers 
— of irrational numbers 
— of definition 
(proper) subset 

quotient — 

empty or null — 
cartesian — 

countable — 

countably infinite — 


power — 


Theorem 
uniform continuity — 
Archimedes' — 
well-ordering — 
uniform convergence — 
Dedikind’s — 
Dini's — 
maximum and minimum 
value — 
intermediate value — 
mean value — 


fixed point — 


Limit 
— of a function 


- لامتتية 

- محدودة من الأدنى 
(من الأعل ) 

- مرتبة جزئياً (كليا) 


YA 


— inferior 

— superior 

— of a sequence 
left — 

right — 

dense — 

infinite — 
bounded below 
(above) — 


partially (totally) ordered — 
derived — 

closed — 

open — 

finite — 


— of arrival 


Range 
Ordered n-tuple 


Filter 


Composite function 


Completenes or 
Supremum axiom 
Derivative 


Criterion 

Differentiation 
Restriction of a function 
Inverse 

Integration 

Extension of a function 


Extended real numbers 


هسرد الرمور 


نورد فما بلي قائحة بالرموز المستخدمة في هذا الكتاب مع ما يعنيه كل منها باللغة العربية 


المجموعة (1,...,2) ns‏ > 
جاعة من المحموعات مجموعة أدلتها1 {Ar},iel‏ 
المجموعة 4 تكافيء المجموعة 8 8م 
امحموعة ۸ محتواة ( تماما ) في 8 B(ACB)‏ عم 
إجتاع المجموعتين ۸,8 8 Au‏ 
تقاطع المجموعتين ۸,8 8 An‏ 
حاصل طرح المجموعة 8 من المجموعة ۸ Ri‏ 
الفرق التناظري ل ۸,8 AAB‏ 
2 عنصر ينتمي الى ۸ تك 
8 يسبق (تماما) ا a<b(a<b)‏ 
4 محموعة مرتبة بعلاقة الترتيب > )<,4( 
محالات من 8 ean‏ ]افا جاقة] E To TABS‏ 
الدالة العكسية لمقصور كه على [0,۸] Are cos‏ 
الدالة العكسية لمقصور ”اء على ا 1-3 Are sin‏ 


YAV 


AA 


المدخل الى التحليل الرباضي 


الدالة العكسية لمقصور اء على ],0] Arg ch‏ 
الدالة العكسية ل ط5 على ۸ arg sh‏ 
المجموعة له المزودة بترك الفضاء المزني من (2,>) (A,D«,)‏ 
كرة مغلقة مركزها م« ونصف قطرها > (ء..*«)8 
مجموعة الدوال الحقيقية امحدودة على × B(X)‏ 
مجموعة الدوال الحقيقية المستمرة على × C(X)‏ 
مجموعة الدوال القابلة للاشتقاق 2 مرة على محال مفتوح € 
مجموعة الدوال القابلة للاشتقاق من أية مرتبة على محال مفتوح فت 
جيب الام الزائدي ch‏ 
امجموعة المشتقة ل ۸ D(A)‏ 
المسافة بين ط,ة في الفضاء (2,>) D(a, b)‏ 
المسافة بين النقطة 2 والمجموعة 8 في (2,>) D(a, B)‏ 
المسافة بين الحموعتين ۸4,8 في (2,») D(A,B)‏ 


الدالة المشتقة ل 4 

مشتق الدالة ۴ في النقطة × 
ساحة أو مجموعة تعريف الدالة ۴ 
خارج المجموعة ۸ 

صف تكافق 8 

الدالة الأسية 

۴ دالة من (04,2 الى ('9/,2) 
؟ دالة حقيقية على (,>) 

؟ دالة حقيقية للمتغير الحقيق 
مقصور ؟ على ۸ 

الخيال المباشر ل ۸ وفق ؟ 


گا 
و ع او Df‏ 


(مى ۴ أو للك أو ((۴د) 
D(f)‏ 

Ext ( A) 

E. 

exp 

f:(X,D)+(Y¥,D’) 
f:(X,D)~R 
f:S+R,(SCR) 

|4 


f(A) 


مرد الرموز 
الخيال العكسي ل 8 وفق ؟ f¬(B)‏ 
محموع الدالتين ع,؟ ê‏ 
حاصل ضرب الدالتين عر؟ fg‏ 
حاصل قسمة الدالتين ع,؟ E‏ 
مركبة الدالتين ع,؟ 0 
sb 6 ٤ 4‏ 
تكامل ريمان الأعلى ( الأدنى ) على [5,ة] (عة؟ اعة؛ إل 
تكاملات كوشي- ران . ٠.‏ :عه ۴ ]به 1 آل + ×۵ ۲ :۲۵ک ۲ لك 
ت هله . a a‏ 
الحموعة الخالية 26 
داخل الحموعة ۸ Int( A)‏ 
دالة المطابقة على × lx‏ 
الحد الأدنى inf‏ 
محموع ريمان الأدنى للدالة ؟ بالنسبة للتجزئة ۴ L(f,P)‏ 
اللوغاريم الطبيعي log‏ 
النباية المنى ( اليسرى) ل ؟ في م lim f(x) (lim f(x))‏ 
النباية العليا (الدنيا) ل ۴ في مل ( lim sup f (x) ) lim inf f (x)‏ 
x‏ هي نباية المتوالية {x,}, neN‏ داعت و lim XxX, =X‏ 
مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ 
كرة مفتوحة مركزهاء* ونصف قطرها ٤‏ (ء,..* )لا 
كرة مفتوحة محذوفة المركز (ع,و* )"لا 
نجزئة محال E‏ 
الحداء الديكارتي للمجموعات ...ره a4‏ 
الحداء الديكارتي للمجموعات ...ريه,:.4 f A,‏ 


الحداء الديكارتي للجاعة {A} ,iel‏ 


۸4 


i‏ المدخل الى التحليل الرياضي 


مجموعة الا عد اد العادية 

مجموعة الأعداد الحقيقية (الموجبة) 
فضاء الأعداد الحقيقية المألوف 
موس الأعداد ا حقيقية 

الحيب الزائدي 

الحد الأعلى 

فضاء متري مؤلف من الجموعة × المزودة بالمترك © 
القيمة المطلقة للعدد الحقيق x‏ 
متوالية 

محموعة الأعداد الصحيحة 

النقطة المثالية زائد لا نهاية 


النقطة المثالية ناقص لا نباية 


9 

R(R+) 
R 

R* 

sh 

sup 

(X,D) 
|x| 

{Xx 6ه(‎ N 
72 


. APOSTOL, 1 ., Mathematical Analysis, Addison-Wesley (1957). 

BEALS, R., Advanced Mathematical Analysis, Springer-Verlag (1973). 

. DEVINATZ, A., Advanced Calculus, Holt, Rinehart and Winston (1968). 
DIEUDONNÊÉ, J., Modern Analysis, Academic Press (1960). 

FLETT, T., Mathematical Analysis, McGraw-Hill (1966). 

. FULLERTON, G., Mathematical Analysis, Oliver and Boyd (1971). 

. GILES, J., Real Analysis: An Introductory Course, John Wiley (1972). 

. LABARRE, A., Intermediate Mathematical Analysis, Holt, Rinehart and Winston (1968). 
. McCARTY, G., Topology, McGraw-Hill (1967). 

. MUNKRES, J., Topology: A First Course, Prentice-Hall (1975). 

. SIMMONS, G., Introduction to Topology and Modern Analysis, McGraw-Hill (1963). 
12. WHITE, A., Real Analysis: An Introduction, Addison-Wesley (1968). 


عبد الغني الطنطاوي . مبادىء التحليل الرياضي ‏ الحزء الاول » مطبعة جامعة دمشق )۱١۹۷۲(‏ .13 

عبد الغتي الطنطاوي . مبادىء التحليل الرياضي - الحزء الثاني » مطبعة جامعة دمشق (۱۹۷۳) .14 

سودان ودعبول والأحمد وبرني » الرياضيات المعاصرة : البنى الحبرية » مؤسسة الرسالة للطباعة والنشر (۱۹۷۲) .15 
خضر حامد الأحمد» الان المعاصرة للهندسة التحليلية » مكتبة الرازي ‏ دمشق (19177) .16 

خضر حامد الأحمد » مبادىء التوبولوجيا العامة » مطبعة جامعة دمشق (191/8) .17 


57 


انتبى محمد الله 


شرَحّة مطابع المطوّع ‏ الدَمام 


